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一、 概率事件和概率 

1.1 有关概率的基本概念 

基本关键词： 

样本空间：𝛺，指全部可能事件的集合。 

空集：∅，指不可能的事件。 

交集：𝐴 ∩ 𝐵，指事件𝐴与事件𝐵共同发生。 

并集：𝐴 ∪ 𝐵，指事件𝐴或事件𝐵发生，两者至少发生一件即可。 

互斥（互不相容）：𝐴与𝐵互斥，则两事件不可能同时发生。 

对立：𝐴与𝐵对立，则两事件不可能同时发生，但两者必然其中一个会发生。 

 

概率公理： 

1. 非负性：任何事件的概率都不是负数，𝑃(𝐴) ≥ 0。 

2. 可加性：如果事件𝐴1、𝐴2、⋯、𝐴𝑛互斥，则𝑃(𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ ⋯ ∪ 𝐴𝑛) = 𝑃(𝐴1) +

𝑃(𝐴2) + ⋯ + 𝑃(𝐴𝑛)。 

3. 归一性：整个样本空间𝛺也被称为必然事件，它的概率为 1，𝑃(𝛺) = 1。 

 

概率运算性质：如果𝐴、𝐵、𝐶为三个事件，则： 

（1） 加法律： 

⚫ 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) 

⚫ 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) + 𝑃(𝐶) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) − 𝑃(𝐶 ∩ 𝐵) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐶) +

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶) 

（2） 减法律： 

⚫ 𝑃( 𝐴) = 1 − 𝑃(𝐴) 

⚫ 𝑃(𝐴 − 𝐵) = 𝑃(𝐴) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) 

（3） 结合律： 

⚫ 𝐴 ∩ (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 ∩ 𝐵) ∩ 𝐶 

⚫ 𝐴 ∪ (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 ∪ 𝐵) ∪ 𝐶 

（4） *分配律： 

⚫ 𝐴 ∩ (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 ∩ 𝐵) ∪ (𝐴 ∩ 𝐶)  

⚫ 𝐴 ∪ (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 ∪ 𝐵) ∩ (𝐴 ∪ 𝐶)  

（5） *补集定律（德摩根定律）： 

⚫ 𝐴 ∩ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴̅ ∪ 𝐵̅ （只要不同时在𝐴, 𝐵里就行） 可推广：𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴̅ ∪ 𝐵̅ ∪

𝐶̅ 

⚫ 𝐴 ∪ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴̅ ∩ 𝐵̅ （既不能在𝐴里也不能在𝐵里） 可推广：𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴̅ ∩ 𝐵̅ ∩

𝐶̅ 
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【例题 1.1.1 基础题】 

1. 已知𝑃(𝐴) =
1

2
, （1）若𝐴, 𝐵互不相容，求𝑃(𝐴𝐵̅)  （2）若𝑃(𝐴𝐵) =

1

8
，求𝑃(𝐴𝐵̅)。 

2. 已 知 𝑃(𝐴) =
1

2
, 𝑃(𝐵) =

1

3
, 𝑃(𝐶) =

1

5
, 𝑃(𝐴𝐵) =

1

10
, 𝑃(𝐴𝐶) =

1

15
, 𝑃(𝐵𝐶) =

1

20
,𝑃(𝐴𝐵𝐶) =

1

30
,求𝐴 ∪ 𝐵，𝐴̅𝐵̅，𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶，𝐴̅𝐵̅𝐶̅，𝐴̅𝐵̅𝐶，𝐴̅𝐵̅ ∪ 𝐶的概率。 

解： 

1. （1）𝑃(𝐴𝐵̅) = 𝑃(𝐴 − 𝐴𝐵) = 𝑃(𝐴) − 𝑃(𝐴𝐵) =
1

2
. 

（2）𝑃(𝐴𝐵̅) = 𝑃(𝐴 − 𝐴𝐵) = 𝑃(𝐴) − 𝑃(𝐴𝐵) =
1

2
−

1

8
=

3

8
 

2. 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴𝐵) =
1

2
+

1

3
−

1

10
=

11

15
. 

𝑃(𝐴̅𝐵̅) = 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) = 1 − 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) =
4

15
. 

𝑃(𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) + 𝑃(𝐶) − 𝑃(𝐴𝐵) − 𝑃(𝐴𝐶) − 𝑃(𝐵𝐶) + 𝑃(𝐴𝐵𝐶) =
17

20
 

𝑃(𝐴̅𝐵̅𝐶̅) = 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) = 1 − 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶) =
3

20
 

𝑃(𝐴̅𝐵̅𝐶) = 𝑃(𝐴̅𝐵̅) − 𝑃(𝐴̅𝐵̅𝐶̅) =
7

60
 

𝑃(𝐴̅𝐵̅ ∪ 𝐶) = 𝑃(𝐴̅𝐵̅) + 𝑃(𝐶) − 𝑃(𝐴̅𝐵̅𝐶) =
7

20
 

1.2 条件概率、全概率公式、贝叶斯公式 

条件概率公式： 

𝑃(𝐴 | 𝐵) =
𝑃(𝐴𝐵)

𝑃(𝐵)
 或 𝑃(𝐴𝐵) = 𝑃(𝐴 | 𝐵)𝑃(𝐵) 

拓展：假定有一系列事件，𝐴1、𝐴2、⋯、𝐴𝑛，则有公式： 

𝑃(𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ ⋯ ∩ 𝐴𝑛)

= 𝑃(𝐴1) ⋅ 𝑃(𝐴2 | 𝐴1) ⋅ 𝑃(𝐴3 | 𝐴1 ∩ 𝐴2) ⋯ 𝑃(𝐴𝑛 | 𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ ⋯ 𝐴𝑛−1) 
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【例题 1.2.1 基础题】从“probability”这个单词中每次抽取一个字母（不放

回），求抽出 4个字母刚好组成“lity”的概率𝑃。 

解：从 11 个字母中首先取出“l”，其概率为
1

11
；之后从剩余的 10个字母中取出 i

的概率为
2

10
,以此类推，所求概率为： 

𝑃 =
1

11
×

2

10
×

1

9
×

1

8
=

1

3960
 

 

 

【例题 1.2.2 基础题】将 3个小球随机地扔进 4个杯子中：分别求一个杯子中最

多有 3、2、1个球的概率。 

解：分别将一个杯子中最多有 3、2、1个球记为事件𝐴3, 𝐴2, 𝐴1 

求𝐴1：首先将一个小球丢进 4 个当中任意一个杯中，第二个球必须丢进另外 3 个

杯子之一，第三个球必须丢进另外 2个杯子之一。所以概率为： 

𝑃(𝐴1) = 1 ×
3

4
×

2

4
=

3

8
 

求𝐴3：首先将一个小球丢进 4个当中任意一个,第二个球、第三个球也必须丢进同

一个杯子，所以概率为： 

𝑃(𝐴3) = 1 ×
1

4
×

1

4
=

1

16
 

已知𝐴1、𝐴3则很容易求𝐴2： 

𝑃(𝐴2) = 1 − 𝑃(𝐴1) − 𝑃(𝐴3) =
9

16
 

 

【例题 1.2.3 基础题】有 18个学生，其中 3个研究生，15个本科生。现在将学

生随机划分为 3组，每组 6人。请问每组都有一个研究生的概率𝑃是多少？ 

解：我们将分组过程理解为“选座位”的过程： 

A组：  

B组：  

C组：  

为了能让三个研究生分开，按照下面流程：让一个研究生先从中随意选一个位置，
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第二个研究生从剩余的 17 个座位中需要选择另外其他组的 12 个座位，第三个研

究生需要从剩余 16 个座位中选择最后一组的 6个座位才可以。所以本题所求概率

为： 

𝑃 = 1 ×
12

17
×

6

16
=

9

34
 

 

如果𝐵1, 𝐵2, … , 𝐵𝑛 是一个完备事件组（即两两互斥，且并集为样本空间），则有如

下两个重要公式： 

全概率公式： 

𝑃(𝐴) = ∑ 𝑃(𝐵𝑖)𝑃(𝐴 ∣ 𝐵𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

贝叶斯公式： 

𝑃(𝐵𝑘 ∣ 𝐴) =
𝑃(𝐵𝑘)𝑃(𝐴 ∣ 𝐵𝑘)

𝑃(𝐴)
 

 

【例题 1.2.4 基础题】假设一个城市下雨的概率是 20%，并且下雨时堵车的概率

是 80%，不下雨时堵车的概率是 10%。 

（1）不知道明天是否下雨，请问堵车的概率是多少？ 

（2）已知堵车了，请问外面下雨的概率是多少？ 

解：（1）基于全概率公式：堵车概率=下雨概率×下雨堵车的概率+不下雨概率×不

下雨堵车概率 

𝑃(堵车) = 0.2 × 0.8 + 0.8 × 0.1 = 0.24 

（2）基于贝叶斯公式： 

𝑃(下雨 | 堵车) =
𝑃(下雨)𝑃(堵车 | 下雨)

𝑃(堵车)
=

0.2 × 0.8

0.24
=

2

3
 

 

怎样理解全概率与贝叶斯 

一件事情发生的原因有多种，全概率公式告诉我们如何全面地计算一件事情地可

能性： 

 

如果一件事情已经发生了，贝叶斯公式帮助确定这件事情背后的原因： 

 

也可借助下图理解： 
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【例题 1.2.5 基础题】假设人群中有 4%患有乙肝。现在有一种检测试剂，不论患

者是否患病，它都具有 95%的准确率。 

（1）如果人群中随机抽一人来做检测，有多少概率呈阳性？ 

（2）如果一个人的检测结果为阳性，请问他多大概率是真患病？ 

解：（1）基于全概率公式： 

𝑃(呈阳性) = 𝑃(患病) × 𝑃(测验准确|患病) + 𝑃(不患病) × 𝑃(测验不准确|不患病) 

𝑃(呈阳性) = 0.04 × 0.95 + 0.96 × 0.05 = 0.086 

（2）基于贝叶斯公式： 

𝑃(患病|呈阳性) =
𝑃(患病) × 𝑃(测验准确|患病)

𝑃(呈阳性)
=

0.04 × 0.95

0.086
≈ 0.44186 

 

【例题 1.2.6 基础题】一个学生接连参加同一课程的两次考试，第一次及格的概

率为𝑝,若第一次及格则第二次及格的概率也为𝑝;若第一次不及格则第二次及格的

概率为
𝑝

2
。 

（1）求学生至少有一次及格的概率。 

（2）若已知他第二次已经及格，求他第一次及格的概率。 

解：（1）本题适合先求出对立事件的概率：学生一次也没有及格记为事件𝐵,则： 

𝑃(𝐵) = (1 − 𝑝) (1 −
𝑝

2
) = 1 −

3𝑝

2
+

𝑝2

2
 

所以至少有一次及格的概率为： 

1 − 𝑃(𝐵) =
3𝑝

2
−

𝑝2

2
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（2）根据贝叶斯公式可知： 

𝑃(第一次及格 | 第二次及格) =
𝑃(第二次及格 | 第一次及格)𝑃(第一次及格)

𝑃(第二次及格)

=
𝑝2

𝑝2 +
(1 − 𝑝)𝑝

2

=
2𝑝

1 + 𝑝
 

 

【例题 1.2.7 中等题】（2024 数学一/数学三 5分）设随机试验每次成功的概率

为 ，现进行 3 次独立重复试验，在至少成功 1 次的条件下 3 次试验全部成功的

概率为 ，则 _____． 

答案：
2

3
 

 

独立事件：𝐴和𝐵作为两个事件，如果它们之间发生的因果几乎有很少关联，则两

个事件是否发生不会互相影响。如果两者独立，则有： 

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴) ⋅ 𝑃(𝐵) 

在条件概率的层面来看待就是： 

𝑃(𝐴 ∣ 𝐵) = 𝑃(𝐴) 

𝑃(𝐵 ∣ 𝐴) = 𝑃(𝐵) 

 

怎样理解独立事件 

正如上例中： 

（1）一个城市下雨的概率是 20%，并且下雨时堵车的概率是 80%，不下雨时堵车

的概率是 10%。显然，下雨和堵车并非独立事件。怎样修改这句话，可以使它们独

立？ 

（2）人群中有 4%患有乙肝，检测试剂不论患者是否患病，它都具有 95%的准确

率。显然测试者患病与否和试剂是否准确是独立的。怎样修改这句话，可以使它们

不独立？ 

 

利用图片理解： 
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【例题 1.2.8 基础题】设𝐴和𝐵分别是概率大于 0 的事件，则下列说法正确的是

（  ） 

A. 若𝐴和𝐵互不相容，则两者相互独立。 

B. 若𝐴和𝐵相互独立，则两者互不相容。 

C. 𝑃(𝐴) = 𝑃(𝐵) = 0.6，则两者互不相容。 

D. 𝑃(𝐴) = 𝑃(𝐵) = 0.6，则两者可能相互独立。（D为正确选项） 

 

 

【例题 1.2.9 拔高题】（2021 数学一/数学三 5 分）设 为随机事件，且

．下列命题中为假命题的是 

A．若 ，则 ． 

B．若 ，则 ． 

C．若 ，则 ． 

D．若 ，则 ． 

答案：D 

选项 A分析： 

① ，说明𝐴与𝐵相互独立，则同时就有： 

𝐴̅与𝐵相互独立、𝐴与𝐵̅相互独立、𝐴̅与𝐵̅相互独立。 

 

② ，两者独立则有： ， 

 

选项 B分析： 

 

根据题目信息： ，说明 ，由此得到上式的转化： 

 

选项 C分析： 
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，则有  

 

分析结论：要想获得 ，则有： 

 

该说法成立。 

 

选项 D分析： 

则有： 

 

 

这个就不一定能推断 ，我们可以举出一个反例（符合前置条件

，但是得出结论与题目所给结论相反 ），比如： 

𝑃(𝐴) = 𝑃(𝐵) = 0.3, 𝑃(𝐴𝐵) = 0.1 

 

【例题 1.2.10 基础题】（2022 数学一/数学三 5分）设 为随机事件，且

与 互不相容， 与 互不相容， 与 相互独立， ，

则 ______． 

答案：
5

8
 

 

【例题 1.2.11 基础题】（2025 数学一 5分）设 为两个随机事件，且 与

相互独立．已知 ，则在事件 至少有一个发生

的条件下， 中恰有一个发生的概率为______． 

答案：
4

5
 

【例题 1.2.12 基础题】（2025 数学三 5分）设 为三个随机事件，且 与
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相互独立， 与 相互独立， 与 互不相容．已知 ，

，则在事件 至少有一个发生的条件下， 中恰有一个发生的

概率为______． 

答案：
2

3
 

 

1.3 古典概型 

 

古典概型（离散均匀概率定律） 

样本空间由𝑛个等可能的基本事件构成，则事件𝐴的概率为： 

𝑃(𝐴) =
事件𝐴包含的基本事件数

𝑛
 

 

【例题 1.3.1 基础题】假设有 6位同学按照随机顺序坐在一排 6个座位上，请问：

同学 A和同学 B相邻的概率是多少？ 

解：按照排列数计算，样本空间中共有 6!=720 种等可能的方案。而其中如果令 AB

相邻，则可将两者看为一个整体，在可能存在的 5个位置中相邻而坐，另外 4位同

学在 4个位置中自由排列，并且需要考虑到 AB相邻时两者的排列，所以对应的样

本数量为： 

5 × 4! × 2 = 240 

所以所求概率为： 

𝑃 =
240

720
=

1

3
 

 

二、 一维随机变量 

2.1 随机变量的基本概念 

看下面几个例子： 

（1） 掷骰子：掷一次普通的六面骰子，将出现的点数记为𝑐。 

（2） 投硬币：投掷 100 次硬币，统计正面出现的次数，记为𝑎。 

（3） 班级人数：在一个学校里随机选择一个班级，将学生人数记为𝑛。 

（4） 身高：测量一群人的身高，将结果记为ℎ。 

（5） 重量：记录某个产品的质量，将结果记为𝑚。 

（6） 时间：记录一个运动员跑 100 米的时间为𝑡。 

随机变量是实验结果的实值函数：将实验结果与某个实数绑定。而随机变量可根据

分布特点划为两种情况：离散随机变量和连续随机变量。 
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除了一维变量，还常见二维变量，比如： 

（1） 考试成绩：将学生的英语分数𝑎和数学分数𝑏记录为一个二维数据(𝑎, 𝑏)。 

（2） 温度湿度：将城市中一天内的平均温度𝑇与湿度𝑊记录为一个二维数据

(𝑇, 𝑊)。 

 
 

2.2 一维离散变量 

2.2.1 二项分布 

二项分布：实验只有两种结果，𝐴和𝐴，且𝑃(𝐴) = 𝑝。将该实验独立地重复𝑛次，

则在这𝑛次中，事件𝐴发生的次数记为𝑋，则它的概率分布律为： 

𝑃(𝑋 = 𝑘) = 𝐶𝑛
𝑘𝑝𝑘(1 − 𝑝)𝑛−𝑘 =

𝑛(𝑛 − 1) ⋅ ⋯ ⋅ (𝑛 − 𝑘 + 1)

𝑘!
𝑝𝑘(1 − 𝑝)𝑛−𝑘 

这时我们说“随机变量𝑋服从参数为𝑛, 𝑝的二项分布”，记为𝑋~𝑏(𝑛, 𝑝)。 

 

【例题 2.2.1 基础题】假设一个产品的合格率为 80%，现在抽检 5 件，请求出合

格品个数𝑋的分布律。 

解：根据题意，𝑋~𝑏(5,0.8)，取值为 0，1，2，3，4，5。并且： 

 

【例题 2.2.2 基础题】（2023 数学一 5 分）设随机变量 与 相互独立，且
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，则 ________． 

答案：
1

3
 

 

2.2.2 泊松分布 

泊松分布：基于二项分布，但是当𝑛足够大(𝑛 ≥ 20)且𝑝数值较小(𝑝 ≤ 0.05)时，

可以采用泊松分布公式： 

𝑃(𝑋 = 𝑘) =
𝜆𝑘

𝑘!
e−𝜆  (𝜆 = 𝑛𝑝) 

这时我们说“随机变量𝑋服从参数为𝜆的泊松分布”，记为𝑋~𝜋(𝜆)（或者𝑃(𝜆)）。 

 

【例题 2.2.3 基础题】计算机硬件公司制造某种特殊型号的微型芯片，次品率达

0.1%，各芯片的品质相互独立。求在 1000只产品中至少有 2只次品的概率。 

以𝑋记产品中的次品数，则𝑋~𝑏(1000，0.001)。所求概率为 

𝑃{𝑋 ⩾ 2} = 1 − 𝑃{𝑋 = 0} − 𝑃{𝑋 = 1} 

= 1 − 0.9991000 − (
1000

1
) 0.999999 × 0.001 = 0.2642411 

这个表达式实际情况下运算量较大。我们利用泊松分布来近似计算，首先确定期望

值： 

𝜆 = 1000 × 0.001 = 1 

代入泊松分布： 

𝑃{𝑋 ⩾ 2} = 1 − 𝑃{𝑋 = 0} − 𝑃{𝑋 = 1} ≈ 1 −
10 

0!
e−1 −

11

1!
e−1 ≈ 0.2642411 
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*拓展知识：当𝝀越来越大时，其曲线越发接近正态分布。 

 

*拓展知识：泊松分布的由来 

令二项分布中的𝑛 → +∞，并且记𝜆 = 𝑛𝑝，则得到： 

 

𝑃(𝑋 = 𝑘) = lim
𝑛→+∞

𝑛(𝑛 − 1) ⋅ ⋯ ⋅ (𝑛 − 𝑘 + 1)

𝑘!
𝑝𝑘(1 − 𝑝)𝑛−𝑘 =

𝜆𝑘

𝑘!
e−𝜆 

 

我们甚至可以验证，如果将𝑋 = 0,1,2,3 ⋯ , 𝑛对应的概率全部相加，得到的结果应为

1。需要借助《高等数学（上）》的泰勒展开公式： 

e𝑥 = 1 +
𝑥1

1!
+

𝑥2

2!
+

𝑥3

3!
+ ⋯ +

𝑥𝑛

𝑛!
= ∑

𝑥𝑘

𝑘!

𝑛

𝑘=0

 

∑
𝜆𝑘

𝑘!

𝑛

𝑘=0

= e𝜆 

【例题 2.2.4 基础题】（2025 数学一/数学三 5分）设 是来自总体

的简单随机样本。令 ，利用泊松分布近似表示二项分布的方法

可得  

A． ． 

B.  

C． ． 

D． ． 

答案：C 

 

*拓展知识：泊松分布的实用意义 

如果一个书店每天平均能卖出 20 本书，则它每天卖出的图书本数𝑋1的分布律为

𝑋1~𝜋(20)； 
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如果一个医院每天平均接待 100 位病人，则它每天接待人数𝑋2的分布律为

𝑋2~𝜋(100)； 

如果一个路口平均每小时通过 200 辆汽车，则它每小时通过车数𝑋3的分布律为

𝑋3~𝜋(200) 

…… 

原理推理：比如你是书店老板，假设每天营业 10 小时能卖出 20 本书，并且假设一

天内顾客进店的概率是均匀的。则意味着：如果将一天的时间分为𝑛份（𝑛是一个

足够大的正整数），则一份时间内卖出一本书的概率是𝑝 =
20

𝑛
。则一天内相当于进

行了𝑛次的二项分布实验，所卖出总的图书数量𝑋1为： 

𝑃(𝑋1 = 𝑘) = lim
𝑛→+∞

𝐶𝑛
𝑘𝑝𝑘(1 − 𝑝)𝑛−𝑘 =

20𝑘

𝑘!
e−20  (已知：𝑛𝑝 = 20) 

 

2.3 一维连续变量 

2.3.1 概率密度函数与概率分布函数 

设想以下几种情况： 

（1） 让一辆车随机停在街边的某个位置，坐标记为𝑥。 

（2） 一个运动员跑 100 米所需的时间，记为𝑡。 

如何描述随机变量𝑥和𝑡的取值情况？需要认识什么是概率密度函数。 

 

设𝑋是一个连续随机变量，𝑥是任意实数，则有以下定义。 

概率密度函数（PDF，Probability Density Function）： 

𝑓(𝑥) = lim
∆𝑥→0

𝑃(𝑥 ≤ 𝑋 ≤ 𝑥 + ∆𝑥)

∆𝑥
 

 

概率分布函数（CDF，Cumulative Distribution Function）： 

𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) 

 

 

 密度函数𝒇(𝒙) 分布函数𝑭(𝒙) 

两端 𝑥 → ∞, 𝑓(𝑥) → 0 
𝑥 → −∞, 𝐹(𝑥) → 0; 

𝑥 → +∞, 𝐹(𝑥) → 1 

单调

性 
不一定 单调递增 

阴影

面积 
∫ 𝑓(𝑥)d𝑥

+∞

−∞

= 1 不一定 

应用

场景 
关注特定区间的概率情况 关注左侧（≤）的整体累积情况 

关联 𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥) 



 

   

14 

∫ 𝑓(𝑥)d𝑥
𝑥

−∞

= 𝐹(𝑥) 

 

 

 

【例题 2.3.1 基础题】设某个连续随机变量的概率密度函数𝑓(𝑥)如下，请分别求

出它们的概率分布函数𝐹(𝑥)： 

（1）  

（2） （其中𝑐是某个非零常数） 

（1）概率分布函数为： 

∫ 𝑓(𝑡)d𝑡
𝑥

−∞

= 𝐹(𝑥) 

当𝑥 < 1时：𝐹(𝑥) = 0 

当1 ≤ 𝑥 ≤ 2时：  

当𝑥 > 2时：  

也可写为： 

 

（2）首先需要求出其中未知参数𝑐的值： 

∫ 𝑓(𝑥)d𝑥
+∞

−∞

= ∫ 𝑐𝑥d𝑥
1

0

+ ∫ −
𝑐

3
(𝑥 − 4)d𝑥

4

1

= 1 

2𝑐 = 1, 𝑐 =
1

2
 

进一步求出分布函数为： 
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【例题 2.3.2 基础题】设随机变量𝑋的分布函数为： 

 

（1）求概率𝑃(𝑋 ≤ 2),𝑃(1.5 ≤ 𝑋 ≤ 2),𝑃(𝑋 > 1.2) 

（2）求𝑋的概率密度函数𝑓𝑋(𝑥). 

解：（1）根据概率分布函数的定义，可知： 

𝑃(𝑋 ≤ 2) = 𝐹𝑋(2) = ln 2 

𝑃(1.5 ≤ 𝑋 ≤ 2) = 𝐹𝑋(2) − 𝐹𝑋(1.5) = ln 2 − ln 1.5 

𝑃(𝑋 > 1.2) = 1 − 𝐹𝑋(1.2) = 1 − ln 1.2 

（2）根据𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥)，可得： 

 

 

 

【例题 2.3.3 中等题】某个电子元件的寿命𝑋（单位：小时）的概率密度如下： 

 

现在从一批电子元件中抽取 5只进行质检，各元件的寿命情况相互独立。请求出 5

只器件中至少有 4只的寿命超过 1200小时的概率𝑃。 

解：单只元件寿命超过 1200小时的概率为：  

则 5只器件中有𝑁只的寿命超过 1200小时，𝑁服从二项分布𝑏 (5，
5

6
) 

𝑃{𝑁 ≥ 4} = 𝑃{𝑁 = 4} + 𝑃{𝑁 = 5} = 𝐶5
4 (

5

6
)

4

(
1

6
)

1

+ 𝐶5
5 (

5

6
)

5

(
1

6
)

0

=
3125

3888
≈ 0.8038 

 

之后我们将重点学习均匀分布、正态分布、指数分布这三种常见的随机变量分布。 
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2.3.2 均匀分布𝑼(𝒂, 𝒃) 

 

 
概率密度

PDF 
概率分布 CDF 期望 方差 

均

匀

分

布 

    

 

【例题 2.3.4 基础题】设𝐴在(−5,5)之间服从均匀分布，求以下方程有实数根的

概率： 

4𝑥2 + 4𝐴𝑥 + 𝐴 + 2 = 0 

答案： 

∆= (4𝐴)2 − 4 × 4 × (𝐴 + 2) ≥ 0 

𝐴 ≥ 2 𝑜𝑟 𝐴 ≤ −1 

根据均匀分布特征，A的概率密度函数为： 

 

所以 

𝑃(𝐴 ≥ 2 𝑜𝑟 𝐴 ≤ −1) =
7

10
 

 

2.3.3 正态分布𝑵(𝝁, 𝝈𝟐) 
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 概率密度 PDF 概率分布 CDF 期望 方差 

正

态

分

布 

    

 

【例题 2.3.5 基础题】记标准正态分布函数为Φ(𝑥)，请利用Φ(𝑥)表达下面的概率

结果。 

𝑋~𝑁(3,4),求𝑃(1 < 𝑋 ≤ 4)、𝑃(𝑋 > 2)、𝑃(𝑋 < −1)、𝑃(|𝑋| > 3) 

𝑃(1 < 𝑋 ≤ 4) = 𝑃 (−1 <
𝑋 − 3

2
≤

1

2
) = Φ (

1

2
) − Φ(−1) 

𝑃(𝑋 > 2) = 𝑃 (
𝑋 − 3

2
> −

1

2
) = Φ (−

1

2
) 

𝑃(𝑋 < −1) = 𝑃 (
𝑋 − 3

2
< −2) = Φ(−2) 

𝑃(|𝑋| > 3) = 𝑃(𝑋 > 3 𝑜𝑟 𝑋 < −3) = 𝑃 (
𝑋 − 3

2
> 0) + 𝑃 (

𝑋 − 3

2
< −3)

=
1

2
+ Φ(−3) 

 

【例题 2.3.6 基础题】设变量𝑋~𝑁(0,1),利用正态分布积分表求解以下问题 

(1) 𝑃(𝑋 > 2)  

(2) 𝑃(𝑋 > −3)  

(3) 𝑃(𝑋 < −2)  

(4) 令𝑃(|𝑋| < 𝑎) = 0.6，请求出正数𝑎（保留 2位小数）。  

(5) 令𝑃(|𝑋| > 𝑏) = 0.5，请求出正数𝑏（保留 2位小数）。  

(1) 𝑃(𝑋 > 2) = 1 − 𝑃(𝑋 < 2) = 1 − Φ(2) = 1 − 0.9772 = 0.0228 

(2) 𝑃(𝑋 > −3) = 1 − Φ(−3) = Φ(3) = 0.9987 

(3) 𝑃(𝑋 < −2) = Φ(−2) = 1 − Φ(2) = 0.0228 

(4) 𝑃(|𝑋| < 𝑎) = 0.6,则Φ(𝑋) = 0.8,查表可知𝑋 = 0.84 

(5) 𝑃(|𝑋| > 𝑏) = 0.5，则Φ(𝑋) = 0.75,查表可知𝑋 = 0.67 
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上𝛼分位数的定义：设𝑋~𝑁(0,1)，在区间(0,1)中取一个实数𝛼，当𝑃(𝑋 > 𝑧𝛼) = 𝛼

时，称𝑧𝛼为标准正态分布中的上𝛼分位数。 

 

 

【例题 2.3.7 基础题】一工厂生产的元件寿命𝑋（单位：天）服从正态分布

𝑋~𝑁(160, 𝜎2)，如果要求𝑃(120 < 𝑋 < 200) ≥ 0.8，则允许的𝜎最大为多少？ 

答案：𝑋~𝑁(160, 𝜎2)可得出 

(
𝑋 − 160

𝜎
) ~𝑁(0,1) 

𝑃(120 < 𝑋 < 200) = 𝑃 (−
40

𝜎
<

𝑋 − 160

𝜎
<

40

𝜎
) ≥ 0.8 
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Φ (
40

𝜎
) ≥ 0.9 

通过查表可知Φ(1.28) ≈ 0.9，所以有： 

40

𝜎
≥ 1.28 

𝜎 ≤
40

1.28
= 31.25 

所以允许𝜎 ≤ 31.25。 

2.3.4 指数分布𝐄𝐱𝐩(𝝀) 

 

 概率密度 PDF 概率分布 CDF 期望 方差 

指

数

分

布 

    

 

【例题 2.3.8 基础题】设某个家电产品的寿命记为𝑇（单位：年），服从𝜆 =
1

3
的指

数分布。 

（1）求该家电至少能够使用 1年的概率。 

（2）已知一台家电已经使用了 3年，求它能够至少再使用 1年的概率。 

（1）根据题意可知𝑇的概率密度函数为： 

𝑓𝑇(𝑥) =
e−

𝑥
3

3
 (𝑥 ≥ 0) 

而本题所求的概率为 

𝑃(𝑇 ≥ 1) = ∫ 𝑓𝑇(𝑥)d𝑥
+∞

1

= −e−
𝑥
3| 1

+∞ = e−
1
3 

（2）本题所求概率为 

𝑃(𝑇 ≥ 4 | 𝑇 ≥ 3) =
𝑃(𝑇 ≥ 4)

𝑃(𝑇 ≥ 3)
=

∫ 𝑓𝑇(𝑥)d𝑥
+∞

4

∫ 𝑓𝑇(𝑥)d𝑥
+∞

3

= e−
1
3 

通过本题还可以认识到，指数分布的一个特点在于：无记忆性。 
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2.3.5 分布的可加性 

对于：二项分布、泊松分布、正态分布、卡方分布（后续学习），两个独立同类

型分布的随机变量𝑋, 𝑌，其求和后仍符合对应类型的分布： 

⚫ 若 ，则 ；（注意： 相同） 

⚫ 若 ，则 ； 

⚫ 若 ，则 ； 

⚫ 若 ，则 ． 

【注】上述结果对 个相互独立同分布的随机变量也成立． 

 

2.4 一维随机变量的函数 

2.4.1 离散变量的函数 

【例题 2.4.1 基础题】设随机变量𝑋的分布律为： 

𝑋 -2 -1 0 1 3 

𝑝 1/5 1/6 1/5 1/15 11/30 

求𝑌 = 𝑋2的分布律。 

答案： 

𝑌 0 1 4 9 

𝑝 1/5 7/30 1/5 11/30 

2.4.2 连续变量的函数 

【例题 2.4.2 中等题】设随机变量𝑋的概率密度函数如下： 

 

（1）𝑌 = 3𝑋 + 4的概率密度函数。 

（2）𝑌 = e𝑋的概率密度函数。 

（3）𝑌 = (𝑋 − 1)2的概率密度函数。 

解： 

（1）第一步：求𝑌的分布函数 

𝐹𝑌(𝑦) = 𝑃(𝑌 ≤ 𝑦) = 𝑃(3𝑋 + 4 ≤ 𝑦) = 𝑃 (𝑋 ≤
𝑦 − 4

3
) = 𝐹𝑋 (

𝑦 − 4

3
) 

第二步：求𝑌的概率密度函数 
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𝑓𝑌(𝑦) =
d𝐹𝑌(𝑦)

d𝑦
=

d𝐹𝑋 (
𝑦 − 4

3 )

d𝑦
= 𝑓𝑋 (

𝑦 − 4

3
) ⋅

1

3
 

第三步：代入𝑓𝑋中： 

𝑓𝑌(𝑦) = {
𝑦 − 4

18
, 4 ≤ 𝑦 ≤ 10

0 , 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑠
 

 

（2） 

第一步：求𝑌的分布函数 

𝐹𝑌(𝑦) = 𝑃(𝑌 ≤ 𝑦) = 𝑃(e𝑋 ≤ 𝑦) = 𝑃(𝑋 ≤ ln 𝑦) = 𝐹𝑋(ln 𝑦) 

第二步：求𝑌的概率密度函数 

𝑓𝑌(𝑦) =
d𝐹𝑌(𝑦)

d𝑦
=

d𝐹𝑋(ln 𝑦)

d𝑦
= 𝑓𝑋(ln 𝑦) ⋅

1

𝑦
 

第三步：代入𝑓𝑋中： 

𝑓𝑌(𝑦) = {

ln 𝑦

2
⋅

1

𝑦
, 1 ≤ 𝑦 ≤ e2

0 , 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑠

 

 

（3）第一步：求𝑌的分布函数 

𝐹𝑌(𝑦) = 𝑃(𝑌 ≤ 𝑦) = 𝑃[(𝑋 − 1)2 ≤ 𝑦] = 𝑃[(1 − √𝑦) ≤ 𝑋 ≤ (1 + √𝑦)] 

= 𝐹𝑋(1 + √𝑦) − 𝐹𝑋(1 − √𝑦) 

第二步：求𝑌的概率密度函数 

𝑓𝑌(𝑦) =
d𝐹𝑌(𝑦)

d𝑦
= 𝑓𝑋(1 + √𝑦) ⋅

1

2√𝑦
+ 𝑓𝑋(1 − √𝑦) ⋅

1

2√𝑦
 

第三步：代入𝑓𝑋中： 

𝑓𝑌(𝑦) = {

1

2√𝑦
, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1

0 , 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑠

 

该例题中第（1）、（2）问可以用以下推论进行更快求解，而注意问题（3）不可以

用该方法。 

设随机变量𝑋具有概率密度𝑓𝑋(𝑥), −∞ < 𝑥 < ∞,又设函数𝑔(𝑥)处处可导且恒有

𝑔′(𝑥) > 0（或恒有𝑔′(𝑥) < 0），则𝑌 = 𝑔(𝑋)是连续型随机变量，其概率密度为 

𝑓𝑌(𝑦) = {
𝑓𝑋[ℎ(𝑦)]|ℎ′(𝑦)|, 𝛼 < 𝑦 < 𝛽,

0, 其他,
 

其中ℎ(𝑦)是𝑔(𝑥)的反函数，𝛼 = min{𝑔(−∞), 𝑔(+∞)}，𝛽 =

max{𝑔(−∞), 𝑔(+∞)}。 

 

【例题 2.4.3 拔高题】（2025 数学一/数学三 12分）投保人的损失事件发生时，

保险公司的赔付额 与投保人的损失额 的关系为 
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设损失事件发生时，投保人的损失额 的概率密度为 

 

（1）求 及 ； 

（2）这种损失事件在一年内发生的次数记为 ，保险公司在一年内就这种损失事

件产生的理赔次数记为 ．假设 服从参数为 8的泊松分布，在 的条

件下， 服从二项分布 ，其中 ．求 的概率分布。 

答案：(1) . 

(2) 根据全概率公式，可知： 

. 

 

三、 二维随机变量 

3.1 二维离散变量 

3.1.1 联合分布律 / 联合分布函数 

【例题 3.1.1 基础题】盒子里装有 3只黑球、2只红球、2只白球，在其中任取 4

只球。以𝑋表示取到黑球的只数，以𝑌表示取到红球的只数。 

（1）求𝑋和𝑌的联合分布律。 

（2）求𝑃{𝑋 > 𝑌}, 𝑃{𝑌 = 2𝑋}, 𝑃{𝑋 + 𝑌 = 3}, 𝑃{𝑋 < 3 − 𝑌}. 
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解： 

（1）按古典概型计算.自 7只球中取 4只,共有𝐶7
4 = 35种取法。在 4 只球中,黑球

有𝑖只,红球有𝑗只(剩下4 − 𝑖 − 𝑗只为白球)的取法数为 

𝑁{𝑋 = 𝑖, 𝑌 = 𝑗} = 𝐶3
𝑖𝐶2

𝑗
𝐶2

4−𝑖−𝑗
 

(𝑖 = 0,1,2,3; 𝑗 = 0,1,2; 𝑖 + 𝑗 ⩽ 4) 

于是分布律为： 

𝑌                      𝑋 0 1 2 3 

0 0 0 
3

35
 

2

35
 

1 0 
6

35
 

12

35
 

2

35
 

2 
1

35
 

6

35
 

3

35
 0 

 

（2） 

𝑃{𝑋 > 𝑌} = 𝑃{𝑋 = 2, 𝑌 = 0} + 𝑃{𝑋 = 2, 𝑌 = 1} + 𝑃{𝑋 = 3, 𝑌 = 0}

+ 𝑃{𝑋 = 3, 𝑌 = 1} =
19

35
 

𝑃{𝑌 = 2𝑋} = 𝑃{𝑋 = 1, 𝑌 = 2} =
6

35
 

𝑃{𝑋 + 𝑌 = 3} = 𝑃{𝑋 = 1, 𝑌 = 2} + 𝑃{𝑋 = 2, 𝑌 = 1} + 𝑃{𝑋 = 3, 𝑌 = 0} =
20

35
 

𝑃{𝑋 < 3 − 𝑌} = 𝑃{𝑋 = 0, 𝑌 = 2} + 𝑃{𝑋 = 1, 𝑌 = 1} + 𝑃{𝑋 = 2, 𝑌 = 0} =
10

35
 

 

3.1.2 边缘概率与条件概率 

如果二维离散随机变量(𝑋, 𝑌)的联合分布律如下图所示： 

 

而如果我们只关注𝑋的取值情况，可以得出以下表格： 

𝑋 1 2 3 4 

𝑃 0.24 0.26 0.23 0.27 

这便是“边缘分布律”，即只考虑二维随机变量当中的单个变量的概率分布律。 
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而如果计算条件概率𝑃{𝑌 = 2 | 𝑋 = 3}，则可利用条件概率公式很方便地求解： 

𝑃{𝑌 = 2 | 𝑋 = 3} =
𝑃{𝑌 = 2 , 𝑋 = 3}

𝑃{𝑋 = 3}
=

0.06

0.23
=

6

23
 

这就是二维离散变量中的条件概率。 

 

3.2 二维连续变量 

3.2.1 联合概率密度与概率分布函数 

二维连续随机变量(𝑋, 𝑌)的联合概率密度函数𝑓(𝑥, 𝑦)： 

𝑓(𝑥, 𝑦) = lim
∆𝑥→0+

∆𝑦→0+

𝑃(𝑥 ≤ 𝑋 ≤ 𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 ≤ 𝑌 ≤ 𝑦 + ∆𝑦)

∆𝑥 ⋅ ∆𝑦
 

二维连续随机变量(𝑋, 𝑌)的联合概率分布函数𝐹(𝑥, 𝑦)： 

𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑃{𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦} 

概率密度与概率分布之间的关系： 

𝐹(𝑥, 𝑦) = ∫ ∫ 𝑓(𝑢, 𝑣)d𝑢d𝑣
𝑥

−∞

𝑦

−∞

 

𝑓(𝑥, 𝑦) =
∂2𝐹(𝑥, 𝑦)

∂𝑥 ∂𝑦
 

 

 

 

【例题 3.2.1 基础题】设随机变量(𝑋, 𝑌)的概率密度函数为 

 

求： 

（1）确定常数𝑘. 

（2）求𝑃{𝑋 + 𝑌 < 1} 

（3）求分布函数𝐹(𝑥, 𝑦) 

答案： 

（1）概率密度函数在整个区域的积分值应该为 1，于是： 
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由此得出： 

𝑘 = 2 

（2） 

 

 

（3） 

 

 

【例题 3.2.2 基础题】设随机变量(𝑋, 𝑌)的概率分布函数为 

 

（1）求它的概率密度函数𝑓(𝑥, 𝑦) 

（2）求𝑃{𝑋 < 2} 𝑃{𝑌 < 4} 

（1） 

 

 

（2）按照基本思路， 

 

 

但是如果有了概率分布函数𝐹(𝑥, 𝑦)，这意味着可以更方便求解： 

𝑃{𝑋 < 2} = 𝐹(2, +∞) = 1 − e−2 

𝑃{𝑌 < 4} = 𝐹(+∞, 4) = 1 − e−4 
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3.2.2 边缘密度、边缘分布 

 

 

边缘概率密度函数𝑓𝑋(𝑥)、𝑓𝑌(𝑦)： 

𝑓𝑋(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)d𝑦
+∞

−∞

 

𝑓𝑌(𝑦) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)d𝑥
+∞

−∞

 

边缘概率分布函数𝐹𝑋(𝑥)、𝐹𝑌(𝑦)： 

𝐹𝑋(𝑥) = 𝑃{𝑋 ≤ 𝑥} 

𝐹𝑌(𝑦) = 𝑃{𝑌 ≤ 𝑦} 

彼此关联： 

d𝐹𝑋(𝑥)

d𝑥
= 𝑓𝑋(𝑥), ∫ 𝑓𝑋(𝑥)d𝑥

𝑥

−∞

= 𝐹𝑋(𝑥) 

d𝐹𝑌(𝑦)

d𝑦
= 𝑓𝑌(𝑦), ∫ 𝑓𝑌(𝑦)d𝑦

𝑦

−∞

= 𝐹𝑌(𝑦) 

 

【例题 3.2.3 基础题】设随机变量(𝑋, 𝑌)的概率密度函数为 

 

求边缘分布函数𝐹𝑋(𝑥)与𝐹𝑌(𝑦)，求边缘密度函数𝑓𝑋(𝑥)与𝑓𝑌(𝑦)。 

解：概率密度函数在整个区域的积分值应该为 1，于是： 

 

由此得出： 

 

𝑘 =
1

8
 

求边缘分布函数：当0 < 𝑥 < 2时： 
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当2 < 𝑦 < 4时： 

 

由此得出结果： 

 

边缘密度函数𝑓𝑋(𝑥)与𝑓𝑌(𝑦)可以令上述两个独立分布函数各自求导即可得到： 

 

 

【例题 3.2.4 基础题】二维随机变量(𝑋, 𝑌)的概率密度为： 

 

求边缘分布函数𝐹𝑋(𝑥)与𝐹𝑌(𝑦)，求边缘密度函数𝑓𝑋(𝑥)与𝑓𝑌(𝑦)。 

可以先求出概率密度函数𝑓𝑋(𝑥)与𝑓𝑌(𝑦) 

当−1 ≤ 𝑥 ≤ 1时： 

 

 

当0 ≤ 𝑦 ≤ 1时： 

 

 

而我们知道，概率分布函数是概率密度函数的原函数，所以积分可得： 
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【例题 3.2.5 基础题】设随机变量(𝑋, 𝑌)的概率分布函数为 

 

求边缘分布函数𝐹𝑋(𝑥)与𝐹𝑌(𝑦)，求边缘密度函数𝑓𝑋(𝑥)与𝑓𝑌(𝑦)。 

答案：如果已知概率分布函数，有𝐹𝑋(𝑥) = 𝐹(𝑥, +∞)，𝐹𝑌(𝑦) = 𝐹(+∞, 𝑦)，则

得： 

 

 

对上述函数求导即可得到边缘密度： 
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3.2.3 条件概率 

【例题 3.2.6 基础题】二维随机变量(𝑋, 𝑌)的概率密度为： 

 

 

（1）求条件概率密度𝑓𝑋∣𝑌(𝑥 ∣ 𝑦),特别地,写出当𝑌 =
1

2
时𝑋的条件概率密度. 

（2）求条件概率密度𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥),特别地,分别写出当𝑋 =
1

3
时𝑌的条件概率密度. 

（3）求条件概率𝑃 {𝑌 ≥
3

4
|𝑋 =

1

2
} 

为求条件概率，我们通过之前的例题获得了该概率密度情况下的边缘概率密度： 

 

 

（1）当0 ≤ 𝑦 ≤ 1时： 

 

当𝑌 =
1

2
时,代入𝑦 =

1

2
即可得到： 

 

（2）当−1 ≤ 𝑥 ≤ 1时： 

 

当𝑋 =
1

3
时,代入𝑥 =

1

3
即可得到： 

 

（3） 
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【例题 3.2.7 中等题】设随机变量 ，在 条件下随机变量

，请写出(𝑋, 𝑌)的联合概率密度函数。 

答案： ，则对应𝑋的边缘密度函数为： 

 

在 条件下， 的条件概率密度函数为： 

  

联合概率密度函数 可以通过条件概率密度函数和边缘概率密度函数的乘

积得到： 

 

将具体表达式代入： 

 

3.3 相互独立性 

在二维随机变量(𝑋, 𝑌)中，如果𝑋和𝑌相互独立，则有以下等式成立： 

𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝐹𝑋(𝑥) ⋅ 𝐹𝑌(𝑦) 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑋(𝑥) ⋅ 𝑓𝑌(𝑦) 

这两个式子也可以用来判断两个变量是否相互独立。 

 

【例题 3.3.1 基础题】 

1. 设随机变量(𝑋, 𝑌)具有分布函数 

𝐹(𝑥, 𝑦) = {

(1 − e−𝛼𝑥)𝑦, 𝑥 ⩾ 0,0 ⩽ 𝑦 ⩽ 1, 𝛼 > 0,
1 − e−𝛼𝑥, 𝑥 ⩾ 0, 𝑦 > 1,

0, 其他.

 

证明𝑋, 𝑌相互独立。 

2. 设随机变量(𝑋, 𝑌)具有分布律 
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𝑃{𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦} = 𝑝2(1 − 𝑝)𝑥+𝑦−2, 0 < 𝑝 < 1, 𝑥, 𝑦均为正整数 

问𝑋, 𝑌是否相互独立? 

1. 解： 

 

 

对于所有的𝑥, 𝑦都有𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝐹𝑋(𝑥)𝐹𝑌(𝑦),故𝑋, 𝑌相互独立。 

2. 解： 

𝑃{𝑋 = 𝑥} = ∑ 𝑝2(1

∞

𝑦=1

− 𝑝)𝑥+𝑦−2 = 𝑝2(1 − 𝑝)𝑥−1 ∑(1

∞

𝑦=1

− 𝑝)𝑦−1

= 𝑝2(1 − 𝑝)𝑥−1
1

1 − (1 − 𝑝)
= 𝑝(1 − 𝑝)𝑥−1

(𝑥 = 1,2, ⋯ ,其中 0 < 𝑝 < 1)

 

 

同理 

𝑃{𝑌 = 𝑦} = 𝑝(1 − 𝑝)𝑦−1 

(𝑦 = 1,2, ⋯ ,其中 0 < 𝑝 < 1. ) 

因为对于所有正整数𝑥, 𝑦都有 

 

𝑃{𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦} = 𝑃{𝑋 = 𝑥}𝑃{𝑌 = 𝑦} 

 

故𝑋, 𝑌相互独立. 

 

【例题 3.3.2 基础题】设𝑋和𝑌是两个相互独立的随机变量,𝑋在区间(0,1)上服从

均匀分布,𝑌的概率密度为 

𝑓𝑌(𝑦) = {

1

2
e−𝑦/2, 𝑦 > 0

0, 𝑦 ⩽ 0
 

（1）求𝑋和𝑌的联合概率密度. 

（2）设含有𝑎的二次方程为𝑎2 + 2𝑋𝑎 + 𝑌 = 0,试求𝑎有实根的概率. 

解：（1）根据题意可得出，𝑋的概率密度为： 

 

由于𝑋和𝑌是相互独立的，可得： 
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（2）为使该式有实根，判别式为： 

∆= 4𝑋2 − 4𝑌 ≥ 0 

即要求： 

𝑋2 ≥ 𝑌 

 

【例题 3.3.3 中等题】（2024 数学一 5分）设随机变量𝑋, 𝑌相互独立，且𝑋服从

正态分布𝑁(0,2), 𝑌服从正态分布 ．若 ，则  

A． ． 

B.  

C． ． 

D． ． 

答案：B 

【例题 3.3.4 中等题】（2024 数学三 5 分）设随机变量 相互独立，且

，记 ，则 

A． ． 

B． ． 

C．  

D． ． 

答案：B 

 

3.4 常见的二维随机变量分布 

 

二维均匀分布：设𝐺是二维平面上的有界区域，其面积大小为𝐴，二维连续随机变

量有如下概率密度函数： 
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二维正态分布：二维连续型随机变量(𝑋, 𝑌)的联合概率密度函数为： 

 

以上公式并非重点记忆内容。我们需要重点掌握二维正态分布的性质特征： 

如果随机变量(𝑋, 𝑌)服从参数为𝜇1, 𝜇2, 𝜎1
2, 𝜎2

2, 𝜌的二维正态分布，记为

(𝑋, 𝑌)~𝑁(𝜇1, 𝜇2, 𝜎1
2, 𝜎2

2, 𝜌).其中𝜇1 = 𝐸𝑋, 𝜇2 = 𝐸𝑌, 𝜎1
2 = 𝐷𝑋, 𝜎2

2 = 𝐷𝑌, 𝜌是𝑋, 𝑌的相

关系数，𝜌 =
Cov(𝑋,𝑌)

𝜎1⋅𝜎2
. 

①𝑋和𝑌各自的边缘分布都服从正态分布，即𝑋~𝑁(𝜇1, 𝜎1
2), 𝑌~𝑁(𝜇2, 𝜎2

2)；注意，

反之不一定成立，𝑋和𝑌各自服从正态分布，联合概率分布不一定是正态的。 

②𝑋和𝑌相互独立的充要条件是𝜌 = 0. 

③𝑋和𝑌进行线性组合，得到的新变量𝑍 = 𝑎𝑋 + 𝑏𝑌仍服从正态分布，

𝑍~𝑁(𝑎𝜇1 + 𝑏𝜇2, 𝑎2𝜎1
2 + 𝑏2𝜎2

2 + 2𝑎𝑏𝜌𝜎1𝜎2). 

 

3.5 二维连续变量的函数 

设(𝑋, 𝑌)是连续的二维随机变量，则如以下情况： 

(1) 𝑍 = 𝑋 + 𝑌 

(2) 𝑍 =
𝑌

𝑋
 

(3) 𝑍 = 𝑋𝑌 

(4) 𝑍 = max{𝑋, 𝑌} 

(5) 𝑍 = min{𝑋, 𝑌} 

这些情况下我们称𝑍是关于二维随机变量(𝑋, 𝑌)的函数。 

 

我们如果需要求得它的概率分布函数𝐹𝑍(𝑧)或概率密度函数𝑓𝑍(𝑧)，遵循的步骤如

下： 

①根据(𝑋, 𝑌)的分布范围，确定𝑍的取值范围； 

②根据𝑍与(𝑋, 𝑌)之间的函数关系，在𝑥𝑂𝑦平面中确定𝑍 ≤ 𝑧的范围𝐷； 

③在𝐷范围内对𝑓(𝑋, 𝑌)进行积分，从而获得𝑃{𝑍 ≤ 𝑧}，这便是𝐹𝑍(𝑧)； 

④𝐹𝑍(𝑧)对𝑧求导，即为𝑓𝑍(𝑧)。 

 

【例题 3.5.1 中等题】设随机变量(𝑋, 𝑌)的概率密度为： 

 

分别求（1）𝑍 = 𝑋𝑌 （2）𝑍 = 𝑋 + 𝑌的概率密度 

答案：  

（1） 
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通过对分布函数求导可得： 

 

 

（2） 

 

当0 < 𝑍 < 1时： 

 

当1 < 𝑍 < 2时： 

 

通过对分布函数求导可得： 

 

 

【例题 3.5.2 中等题】设随机变量𝑋, 𝑌相互独立，它们的概率密度均为： 
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求𝑍 =
𝑌

𝑋
的概率密度。 

解：根据独立变量规律，可知(𝑋, 𝑌)联合分布概率密度为： 

 

𝑍 =
𝑌

𝑋
，则 0≤ 𝑍 ≤ +∞,可知它的概率分布函数如下： 

 

 

令该函数对𝑧求导数，即可得到概率密度函数： 

 

 

关于𝑍 = max{𝑋, 𝑌}，𝑍 = min{𝑋, 𝑌}的分布函数求解： 

（1）𝑍 ≤ 𝑧意味着max{𝑋, 𝑌} ≤ 𝑧，即(𝑋 ≤ 𝑧) ∩ (𝑌 ≤ 𝑧)，即两者都得比𝑧小。 

（2）𝑍 ≤ 𝑧意味着min{𝑋, 𝑌} ≤ 𝑧，即(𝑋 ≤ 𝑧) ∪ (𝑌 ≤ 𝑧)，即两者不能都比𝑧大。 

 

 

而如果我们知道了(𝑋, 𝑌)的概率分布𝐹(𝑥, 𝑦)，则可很简单地计算𝑍的概率分布： 

（1）𝑍 = max{𝑋, 𝑌}，则𝐹𝑍(𝑧) = 𝐹(𝑧, 𝑧)； 

（2）𝑍 = min{𝑋, 𝑌}，则𝐹𝑍(𝑧) = 𝐹(𝑧, +∞) + 𝐹(+∞, 𝑧) − 𝐹(𝑧, 𝑧)。 

更进一步，如果𝑋, 𝑌是相互独立的，可以进一步延伸出： 

（1）𝑍 = max{𝑋, 𝑌}，则𝐹𝑍(𝑧) = 𝐹𝑋(𝑧) ⋅ 𝐹𝑌(𝑧)； 

（2）𝑍 = min{𝑋, 𝑌}，则𝐹𝑍(𝑧) = 1 − [1 − 𝐹𝑋(𝑧)][1 − 𝐹𝑌(𝑧)]。 

如果有多个变量可以进行拓展： 

（1）𝑍 = max{𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛}，则𝐹𝑍(𝑧) = 𝐹𝑋1
(𝑧) ⋅ 𝐹𝑋2

(𝑧) ⋅ ⋯ ⋅ 𝐹𝑋𝑛
(𝑧)； 
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（ 2 ） 𝑍 = min{𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛} ， 则 𝐹𝑍(𝑧) = 1 − [1 − 𝐹𝑋1
(𝑧)][1 − 𝐹𝑋2

(𝑧)] ⋯ ⋅ [1 −

𝐹𝑋𝑛
(𝑧)] 

【例题 3.5.3 拔高题】（2024 数学一/数学三 5分）设随机变量 相互独立，

且均服从参数为 的指数分布．令 ，则下列随机变量中与 同分布的是 

A.  

B.  

C． ． 

D． ． 

答案：D 

 

四、 随机变量的数字特征 

4.1 期望与方差 

期望值： 

⚫ 1000 元人民币和万分之一的概率获得 500 万，你选择哪一个？ 

⚫ 假定你每天乘公交车上班，公交车固定每 10 分钟一班，那么你平均每天要在

公交车站等待多长时间？ 

 

方差： 

⚫ 设想两个同学的 100 米平均成绩都是 12 秒，需要选派一人参加运动会，倾向

于选择哪个？ 

      

学生 A 11.9 12.0 12.1 12.2 11.8 

学生 B 10.0 13.0 14.0 11.0 12.0 

 

⚫ 假设你是应届毕业生，收到两个公司的录用：A 公司告诉你每年工资是 8 万；

B 公司告诉你它整个公司的平均工资是每年 12 万。你选择哪个公司？ 

 

期望值𝐸：用于衡量随机变量的平均情况。 

（1）离散随机变量𝑋，期望值计算公式为： 

𝐸(𝑋) = ∑ 𝑋𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 

（2）一维连续随机变量𝑋，其概率密度为𝑓(𝑥)，期望值计算公式为： 

∫ 𝑓(𝑥) ⋅ 𝑥d𝑥
+∞

−∞

 

（3）二维连续随机变量(𝑋, 𝑌)，其概率密度为𝑓(𝑥, 𝑦)，期望值计算公式为： 
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𝐸(𝑋) = ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) ⋅ 𝑥 d𝑥
+∞

−∞

+∞

−∞

d𝑦 

𝐸(𝑌) = ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) ⋅ 𝑦 d𝑥
+∞

−∞

+∞

−∞

d𝑦 

期望值𝐸的重要性质： 

（1）𝐸(𝐶𝑋) = 𝐶 ⋅ 𝐸(𝑋) , 𝐸(𝑋 + 𝐶) = 𝐸(𝑋) + 𝐶，𝐶是某个常数 

（2）𝐸(𝑋 + 𝑌) = 𝐸(𝑋) + 𝐸(𝑌) 

（3）如果𝑋、𝑌是独立变量，则有𝐸(𝑋𝑌) = 𝐸(𝑋) ⋅ 𝐸(𝑌) 

 

随机变量𝑋存在一个函数𝑔(𝑋)，如果需要算得𝑔(𝑋)的期望值，则只需𝑔(𝑋)乘以对

应的概率（密度），累加求和（积分）即可。 

比如我们有二维连续随机变量(𝑋, 𝑌)，设𝑍 = 2𝑋 − 3𝑌，它的期望值为： 

𝐸(𝑍) = ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) ⋅ (2𝑥 − 3𝑦) d𝑥
+∞

−∞

+∞

−∞

d𝑦 

 

方差𝐷：用于衡量随机变量的分散程度，方差越大数据越分散。 

（1）对于离散的随机变量𝑋，计算公式为： 

𝐷(𝑋) = Var(𝑋) = ∑[𝑋𝑘 − 𝐸(𝑋)]2𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖)

∞

𝑘=1

 

（2）一维连续随机变量𝑋： 

𝐷(𝑋) = Var(𝑋) = ∫ [𝑥 − 𝐸(𝑋)]2𝑓(𝑥)d𝑥
+∞

−∞

 

方差𝐷的重要性质： 

（1）𝐷(𝐶𝑋) = 𝐶2𝐷(𝑋), 𝐷(𝑋 + 𝐶) = 𝐷(𝑋) 

（2）𝐷(𝑋 + 𝑌) = 𝐷(𝑋) + 𝐷(𝑌) + 2𝐸{[𝑋 − 𝐸(𝑋)][𝑌 − 𝐸(𝑌)]}，倘若两个变量独

立，则(𝑋 + 𝑌) = 𝐷(𝑋) + 𝐷(𝑌)。 

⭐（3）方差的计算可以转化为𝐷(𝑋) = 𝐸(𝑋2) − [𝐸(𝑋)]2 

标准差（均方差）𝜎：𝜎 = √𝐷(𝑥) 

 

【例题 4.1.1 中等题】证明：对于离散随机变量𝑋，𝐷(𝑋) = 𝐸(𝑋2) − [𝐸(𝑋)]2 

证： 

𝐷(𝑋) = ∑[𝑋𝑘 − 𝐸(𝑋)]2𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖)

∞

𝑘=1

= ∑{𝑋𝑘
2 − 2𝑋𝑘𝐸(𝑋) + [𝐸(𝑋)]2}𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖)

∞

𝑘=1

 

= ∑ 𝑋𝑘
2𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖)

∞

𝑘=1

− 2𝐸(𝑋) ∑ 𝑋𝑘𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖)

∞

𝑘=1

+ [𝐸(𝑋)]2 ∑ 𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖)

∞

𝑘=1

 

= 𝐸(𝑋2) − 2[𝐸(𝑋)]2 

 

【例题 4.1.2 基础题】计算以下的分布的期望与方差： 

（1）参数为𝑝的两点分布 

（2）二项分布𝑋~𝑏(𝑛, 𝑝) 

（3）均匀分布𝑋~𝑈(𝑎, 𝑏) 
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（1）随机变量𝑋的分布律如下： 

𝑋 0 1 

𝑃 1 − 𝑝 𝑝 

则对应的期望值为： 

𝐸(𝑋) = 0 × (1 − 𝑝) + 1 × 𝑝 = 𝑝 

方差为： 

𝐷(𝑋) = (0 − 𝑝)2(1 − 𝑝) + (1 − 𝑝)2𝑝 = 𝑝(1 − 𝑝) 

（2）二项分布下的分布律如下： 

𝑃(𝑋 = 𝑘) = 𝐶𝑛
𝑘𝑝𝑘(1 − 𝑝)𝑛−𝑘 =

𝑛(𝑛 − 1) ⋅ ⋯ ⋅ (𝑛 − 𝑘 + 1)

𝑘!
𝑝𝑘(1 − 𝑝)𝑛−𝑘 

这样逐项地求出概率，再按照期望和方差的定义来求解，则显然过于复杂。我们可

以换个视角来看待这个问题：既然𝑋服从参数为𝑛, 𝑝的二项分布，意味着 

𝑋 = 𝑋1 + 𝑋2 + 𝑋3 + ⋯ + 𝑋𝑛 

其中𝑋𝑖(𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛)是相互独立的、概率为𝑝的两点分布。 

𝐸(𝑋) = 𝐸(𝑋1 + 𝑋2 + 𝑋3 + ⋯ + 𝑋𝑛) = 𝐸(𝑋1) + 𝐸(𝑋2) + ⋯ 𝐸(𝑋𝑛) = 𝑛𝑝 

𝐷(𝑋) = 𝐷(𝑋1 + 𝑋2 + 𝑋3 + ⋯ + 𝑋𝑛) = 𝐷(𝑋1) + 𝐷(𝑋2) + ⋯ 𝐷(𝑋𝑛) = 𝑛𝑝(1 − 𝑝) 

（3） 

 

𝐸(𝑥) = ∫
𝑥

𝑏 − 𝑎
d𝑥

𝑏

𝑎

=
𝑎 + 𝑏

2
 

 

 

分布 期望 方差 

二项分布𝑿~𝒃(𝒏, 𝒑) 𝑛𝑝 𝑛𝑝(1 − 𝑝) 

泊松分布𝑿~𝝅(𝝀) 𝜆 𝜆 

均匀分布𝑿~𝑼(𝒂, 𝒃) 
𝑎 + 𝑏

2
 

(𝑏 − 𝑎)2

12
 

正态分布𝑿~𝑵(𝝁, 𝝈𝟐) 𝜇 𝜎2 

指数分布𝑿~𝐄𝐱𝐩(𝝀) 
1

𝜆
 

1

𝜆2
 

 

【例题 4.1.3 基础题】设随机变量𝑋的概率密度为： 
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求以下随机变量的期望值：（1）𝑌 = 2𝑋，（2）𝑍 = e−2𝑋 

解： 

（1）根据期望计算公式：（以下积分过程采用的是分部积分法） 

𝐸(𝑌) = 𝐸(2𝑋) = ∫ 2𝑥𝑓(𝑥)d𝑥
+∞

−∞

= ∫ 2𝑥e−𝑥d𝑥
+∞

0

= ∫ 2𝑥d(−e−𝑥)
+∞

0

= (−2𝑥e−𝑥 − 2e−𝑥)|0
+∞ = 2 

（2） 

𝐸(𝑍) = 𝐸(e−2𝑋) = ∫ e−2𝑥𝑓(𝑥)d𝑥
+∞

−∞

= ∫ e−3𝑥d𝑥
+∞

0

=
1

3
 

 

【例题 4.1.4 基础题】设长方形的长 ，已知长方形的周长为 20。求

长方形面积 的数学期望和方差。 

解：长方形的长为 ，周长为 20，所以它的面积 为 

 

现在 ，𝑋的概率密度为： 

 

所以 

𝐸(𝐴) = 𝐸[𝑋(10 − 𝑋)] = ∫ 𝑥(10 − 𝑥) ⋅
1

2
d𝑥

2

0

= (
5

2
𝑥2 −

1

6
𝑥3)|

0

2

=
26

3
 

求方差可以有两种方法： 

方法一：𝐷 = ∫ [𝑥 − 𝐸(𝑋)]2𝑓(𝑥)d𝑥
+∞

−∞
 

𝐷 = ∫
1

2
[𝑥(10 − 𝑥) −

26

3
]

2

d𝑥
2

0

=
964

45
 

方法二：𝐷 = 𝐸(𝑋2) − [𝐸(𝑋)]2 

𝐸(𝐴2) = 𝐸[𝑋2(10 − 𝑋)2] = ∫ 𝑥2(10 − 𝑥)2 ⋅
1

2
d𝑥

2

0

=
1448

15
 

𝐷(𝐴) = 𝐸(𝐴2) − [𝐸(𝐴)]2 =
1448

15
− (

26

3
)

2

=
964

45
 

 

 

【例题 4.1.5 基础题】二维离散随机变量(𝑋, 𝑌)的分布律如下： 

  𝑌         𝑋       1 2 3 
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−1 0.2 0.1 0 

0 0.1 0 0.3 

1 0.1 0.1 0.1 

求𝐸(𝑋)、𝐸(𝑌)以及𝐸 (
𝑌

𝑋
). 

解： 

𝐸(𝑋) = 1 × 0.2 + 1 × 0.1 + 1 × 0.1 + 2 × 0.1 + 2 × 0.1 + 3 × 0.3 + 3 × 0.1 = 2 

𝐸(𝑌) = (−1) × 0.2 + (−1) × 0.1 + 0 × 0.1 + 0 × 0.3 + 1 × 0.1 + 1 × 0.1 + 1 × 0.1

= 0 

𝐸 (
𝑌

𝑋
) = −1 × 0.2 + (−

1

2
) × 0.1 + 1 × 0.1 +

1

2
× 0.1 +

1

3
× 0.1 = −

1

15
 

 

【例题 4.1.6 基础题】设随机变量(𝑋, 𝑌)的概率密度函数为： 

 

求𝐸(𝑋)、𝐸(𝑌)以及𝐸(𝑋𝑌) 

解： 

 

 

 

 

【例题 4.1.7 基础题】（2021 数学一/数学三 12分）在区间 上随机取一点，

将该区间分成两段，较短一段的长度记为 ，较长一段的长度记为 ．令  

（1）求 的概率密度； 

（2）求 的概率密度； 

（3）求 ． 

答案：（1） 的概率密度为  

（2） 的概率密度为  



 

   

41 

（3） ． 

【例题 4.1.8 中等题】（2023 数学一/数学三 5分）设随机变量 服从参数为 1

的泊松分布，则  

A． ． 

B． ． 

C． ． 

D．1. 

答案：C 

【例题 4.1.9 基础题】（2023 数学三 12 分）设随机变量 的概率密度为

，令 ． 

（1）求 的分布函数； 

（2）求 的概率密度； 

（3） 的期望是否存在？ 

答案：（1）  ． 

（2）  

（3）不存在． 

 

 

4.2 协方差 

𝐸{[𝑋 − 𝐸(𝑋)][𝑌 − 𝐸(𝑌)]}被称为随机变量𝑋, 𝑌的协方差，记为Cov(𝑐)。 

（1）Cov(𝑎𝑋, 𝑏𝑌) = 𝑎𝑏Cov(𝑋, 𝑌)，其中𝑎, 𝑏是常数 

（2）Cov(𝑋1 + 𝑋2, 𝑌) = Cov(𝑋1, 𝑌) + Cov(𝑋2, 𝑌) 

（3）Cov(𝑋, 𝑌) = Cov(𝑌, 𝑋) 

⭐（4）协方差的公式还可以等价于：𝐸(𝑋𝑌) − 𝐸(𝑋)𝐸(𝑌) 

协方差常出现于方差公式：𝐷(𝐴 ± 𝐵) = 𝐷(𝐴) + 𝐷(𝐵) ± 2Cov(𝐴, 𝐵) 

 

基于协方差，还会产生一个概念：相关系数𝜌𝑥𝑦  (𝜎(𝑋) ⋅ 𝜎(𝑌) ≠ 0) 
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𝜌𝑥𝑦 =
Cov(𝑋, 𝑌)

𝜎(𝑋) ⋅ 𝜎(𝑌)
=

𝐸{[𝑋 − 𝐸(𝑋)][𝑌 − 𝐸(𝑌)]}

√𝐷(𝑋)√𝐷(𝑌)
   

𝜌𝑥𝑦的取值介于[−1,1]之间，其越接近 0说明两者线性相关性越低（𝜌𝑥𝑦 = 0，则

称两变量不相关），绝对值越大则越呈线性相关（−1则是负相关，+1是正相

关）。 

注意：两变量不相关≠两变量独立，不相关不一定独立，但独立一定不相关。 

 

【例题 4.2.1 基础题】设随机变量(𝑋, 𝑌)具有概率密度 

𝑓(𝑥, 𝑦) = {
1

8
(𝑥 + 𝑦), 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 2,0 ⩽ 𝑦 ⩽ 2,

0, others.
 

求 

（1）Cov(𝑋, 𝑌) 

（2）𝜌𝑋𝑌 

（3）𝐷(𝑋 + 𝑌). 

解：（1）求Cov(𝑋, 𝑌)有两种方法，我们都尝试一下： 

方法一：Cov(𝑋, 𝑌) = 𝐸{[𝑋 − 𝐸(𝑋)][𝑌 − 𝐸(𝑌)]} 

首先需要求出𝐸(𝑋)与𝐸(𝑌)： 

 

 

代入公式计算协方差 

 

 

方法二：Cov(𝑋, 𝑌) = 𝐸(𝑋𝑌) − 𝐸(𝑋)𝐸(𝑌) 

只需要在算出𝐸(𝑋)与𝐸(𝑌)的基础上继续运算𝐸(𝑋𝑌)： 

 

Cov(𝑋, 𝑌) = 𝐸(𝑋𝑌) − 𝐸(𝑋)𝐸(𝑌) = −
1

36
 

（2） ，则需要求出𝑋与𝑌的方差 

 

同样计算得到𝐸(𝑌2) =
5

3
,于是： 
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（3）根据公式可知， 

 

 

【例题 4.2.2 基础题】随机变量𝑋~𝑈(−1,1)，𝑌 = 𝑋2，两者是否独立？是否相关？ 

答案：首先可以给出结论，两者不独立。 

接下来通过协方差判断两者是否相关: 

 

因此两者是不相关的。 

 

【例题 4.2.3 基础题】（2021 数学一/数学三 5分）甲，乙两个盒子中各装有 2

个红球和 2个白球，先从甲盒中任取一球，观察颜色后放人乙盒中，再从乙盒中任

取一球．令 分别表示从甲盒和从乙盒中取到的红球个数，则 与 的相关系数

为______． 

答案：
1

5
 

【例题 4.2.4 基础题】（2022 数学一 5分）设随机变量 ，随机变量

服从参数为 2的泊松分布，且 与 的协方差为−1，则  

A．1. 

B．5. 

C．9. 

D．12 

答案：C 

【例题 4.2.5 基础题】（2022数学三 5分）设随机变量 ，随机变量

，且 与 不相关，则  

A．2. 

B．4. 
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C．6. 

D．10． 

答案：D 

【例题 4.2.6 拔高题】（2022 数学一 5分）设随机变量 ，在 条

件下随机变量 ，则 与 的相关系数为 

 C． ． D． ． 

答案：D 

 

【例题 4.2.7 中等题】（2022数学三 5分）设二维随机变量 的概率分布为 

𝑋                         𝑌 0 1 2 

−1 0.1 0.1 𝑏 

1 𝑎 0.1 0.1 

若事件 与事件 相互独立，则  

A．−0.6． 

B．−0.36． 

C.  0 

D．0.48 

答案：B 

【例题 4.2.8 基础题】（2023 数学三 5 分）设随机变量 与 相互独立，且

，则 与 的相关系数为________． 

答案：−
1

3
 

【例题 4.2.9 基础题】（2023 数学一 12分）设二维随机变量 的概率密度为 

 

（1）求 与 的协方差； 

（2） 与 是否相互独立？ 

（3）求 的概率密度． 

答案：（1）0 （2）不相互独立  （3）  
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【例题 4.2.10 中等题】（2024 数学一 5 分）设随机变量 的概率密度为

，在𝑋 = 𝑥(0 < 𝑥 < 1)条件下，随机变量 服从其他区

间 上的均匀分布，则  

A． ． 

B． ． 

C． ． 

D． ． 

答案：D 

 

【例题 4.2.11 中等题】（2025 数学一 5分）设二维随机变量 服从正态分

布 ，其中 ．若 为满足 的任意实数，则

的最大值为 

A．1． 

B．2. 

C． ． 

D． ． 

答案：C 

【例题 4.2.12 基础题】（2025 数学三 5 分）设随机变量 服从正态分布

服从正态分布 ，若 与 不相关，则 与 的相关系数

为 

A． ． 

B． ． 

C． ． 

D． ． 

答案：D 
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4.3 随机变量的矩 

 

对于一维随机变量𝑋，称𝑬(𝑋𝑘)(𝑘 = 1,2, ⋯ )为𝑋的𝑘阶原点矩；称𝑬(𝑋 − 𝑬𝑋)𝑘(𝑘 =

2,3, ⋯ )为𝑋的𝑘阶中心矩。数学期望𝑬𝑋是𝑋的一阶原点矩，方差𝑫𝑋是𝑋的二阶中

心矩。 

设(𝑋, 𝑌)是二维随机变量：如果𝑬(𝑋𝑘𝑌𝑙)存在，则称𝑬(𝑋𝑘𝑌𝑙)(𝑘, 𝑙 = 1,2, ⋯ )为𝑋与𝑌

的𝑘 + 𝑙阶混合原点矩；称𝑬[(𝑋 − 𝑬𝑋)𝑘(𝑌 − 𝑬𝑌)𝑙](𝑘, 𝑙 = 1,2, ⋯ )为𝑋与𝑌的𝑘 + 𝑙阶

混合中心矩。从上述定义看出：，协方差Cov(𝑋, 𝑌)是𝑋与𝑌的混合二阶中心矩． 

 

【例题 4.3.1 基础题】（2024 数学三 5 分）设随机变量 的概率密度为

则 的三阶中心矩  

A． ． 

B．0． 

C． ． 

D． ． 

答案：B 

 

五、 大数定理与中心极限定理 

 

5.1 切比雪夫不等式 

随机变量𝑋的期望为𝑬𝑋，方差为𝑫𝑋，对于任意给定的𝜖 > 0，总有： 

𝑃{|𝑋 − 𝑬𝑋| ≥ 𝜖} ≤
𝑫𝑋

𝜖2
 

或 

𝑃{|𝑋 − 𝑬𝑋| < 𝜖} ≥ 1 −
𝑫𝑋

𝜖2
 

 

【例题 5.1.1 基础题】设随机变量𝑋的均值𝜇 = 50，标准差𝜎 = 8。利用切比雪夫

不等式估计𝑃(|𝑋 − 50| ≥ 16)的上界。 

答案：根据切比雪夫不等式： 

𝑃{|𝑋 − 50| ≥ 16} ≤
64

256
= 0.25 

上界为 0.25. 

【例题 5.1.2 基础题】某班级 100名学生的考试成绩平均分为 75分，方差为 64。

使用切比雪夫不等式，估计成绩在[59, 91]区间外的学生人数的上限。 

答案：设学生成绩为𝑋，成绩在[59, 91]区间外意味着|𝑋 − 75| > 16，则根据切比雪
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夫不等式： 

𝑃{|𝑋 − 75| > 16} <
64

162
= 0.25 

学生人数为 100人，对应概率 0.25即 25人，上限为 25人。 

【例题 5.1.3 基础题】某随机试验中，随机变量𝑋的均值为 100，方差为 400。使

用切比雪夫不等式估计𝑃(70 ≤ 𝑋 ≤ 130)的下界。 

答案：根据切比雪夫不等式： 

𝑃(70 ≤ 𝑋 ≤ 130) = 𝑃{|𝑋 − 100| ≤ 30} ≥ 1 −
400

302
=

5

9
 

下界为
5

9
. 

【例题 5.1.4 基础题】对于均值𝜇 = 20，标准差𝜎 = 4的随机变量𝑋，利用切比雪

夫不等式，求解使得𝑃(|𝑋 − 20| < 𝛿) ≥ 0.96成立的最小𝛿值。 

答案：根据切比雪夫不等式： 

𝑃(|𝑋 − 20| < 𝛿) ≥ 1 −
16

𝜖2
 

 

【例题 5.1.5 中等题】（2022 数学一 5分）设随机变量 独立同分布，

且 的 4阶矩存在．记 ，则由切比雪夫不等式，对任意 ，

有  

A． . 

B.  

C． ． 

D． . 

答案：A 

解析：设 为一个随机变量。 

 

 

5.2 大数定律 

大数定理：在大量重复试验中，样本平均数会趋近于理论期望值。换句话说，当

试验次数足够多时，实验结果的平均值会接近预期的长期平均值。 

 

 

定律 条件 公式 
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切 比

雪 夫

大 数

定律 

(1) 随 机 变 量

相互独

立； 

(2) 数学期望 和方差

都存在； 

(3) 方差有公共上界，即

。 

则对任意给定的 ，都有 

 

伯 努

利 大

数 定

律 

随机变量 服从参数为

和 的 二 项 分 布 ， 即

， 是 次试

验 中 事 件 发 生 的 次 数

。 

对任意 ，都有 

 

辛 钦

大 数

定律 

随机变量

相互独立同分布， 为它们

共同的期望。 

则对任意 ，都有 

 

 

切比雪夫说：“只要方差有限，大量重复试验的平均值会接近期望值” 

伯努利说：“投硬币这类事情，大量地实验结果里，频率会接近概率”  

辛钦说：“同一类型的随机变量，大量样本的平均值会接近期望值” 

 

【例题 5.2.1 基础题】假设随机变量 相互独立且服从同参数 的泊松分

布，则下面随机变量序列中不满足切比雪夫大数定律条件的是 

（A）  

（B）  

（C）  

（D）  

切比雪夫大数定律的条件有三个： 

①随机变量 相互独立；②数学期望 和方差 都存在；③方



 

   

49 

差有公共上界，即 。 

四个选项均可满足前两者，而第三个条件中：对于 

； 

； 

没有公共上界； 

． 

 

【例题 5.2.2 基础题】（2022数学三 5分）设随机变量序列 独立

同分布，且 的概率密度为 则当 时， 依概

率收敛于 

A． ． 

B． ． 

C． ． 

D． ． 

答案：B 

 

 

5.3 中心极限定理 

 

中心极限定理：𝑛个随机变量𝑋1, 𝑋2, 𝑋3, ⋯ 𝑋𝑛（𝑛充分大），它们相互独立且服从同

一种分布规律（独立同分布），期望值为𝜇，方差为𝐷，有 

∑ 𝑋𝑖
𝑛
𝑖=1 − 𝑛𝜇

√𝑛𝐷
~𝑁(0,1) 或  ∑ 𝑋𝑖

𝑛

𝑖=1

~𝑁(𝑛𝜇, 𝑛𝐷) 

𝑋 − 𝜇

√𝐷/𝑛
~𝑁(0,1) 或 𝑋~𝑁 (𝜇,

𝐷

𝑛
) 

 

【例题 5.3.1 基础题】某电器元件的寿命服从均值为 100h的指数分布，随机抽

取 16只（它们的寿命相互独立），求它们寿命总和大于 1920h的概率。 

解： 

方法一：以𝑇代表 16 只元件寿命的总和，根据中心极限定理，可得如下分布情况： 
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𝑇 − 16 × 100

√16 × 1002
~𝑁(0,1) 

则有： 

𝑃{𝑇 ≥ 1920} = 𝑃 {
𝑇 − 16 × 100

√16 × 1002
≥ 0.8} = 1 − Φ(0.8) = 0.2119 

方法二：以𝑋代表 16 只元件寿命的平均值，总寿命大于 1920h 意味着平均值大于

120h，根据中心极限定理，可得如下分布情况： 

𝑋 − 100

√1002/16
~𝑁(0,1) 

𝑃{𝑋 ≥ 120} = 𝑃 {
𝑋 − 100

√1002/16
≥ 0.8} = 1 − Φ(0.8) = 0.211 

 

六、 数理统计基本概念 

 

从总体中抽出𝑛个独立同分布的个体𝑋1, 𝑋2, ⋯ 𝑋𝑛，记为样本（样本容量为𝑛）。 

样本均值： 

𝑋̅ =
1

𝑛
∑ 𝑋𝑖

𝑛

𝑖=1

 

样本方差： 

𝑆2 =
1

𝑛 − 1
∑(𝑋𝑖 − 𝑋̅)2

𝑛

𝑖=1

 

样本标准差： 

𝑆 = √
1

𝑛 − 1
∑(𝑋𝑖 − 𝑋̅)2

𝑛

𝑖=1

 

样本𝑘阶原点矩： 

 

样本𝑘阶中心矩： 

 

经验分布函数：设 是来自总体 的一个样本，将样本观测值按从小

到大的顺序排列为 。经验分布函数 定义为： 
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【例题  5.3.1 拔高题】（ 2025 数学三  5 分）设总体 的分布函数为

为来自总体 的简单随机样本，样本的经验分布函数为 ．对

于给定的  

A． ． 

B． ． 

C． ． 

D． ． 

答案：C 

 

 

6.1 三大抽样分布 

𝝌𝟐 

卡 

方 

分 

布 

𝑋

= 𝑋1
2 + 𝑋2

2

+ ⋯ + 𝑋𝑛
2 

 

𝑋𝑖
 ~𝑁(0,1)

相互独

立。 
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𝒕 

分 

布 

𝑋

=
𝑋1

√𝑋2/𝑛
 

 

𝑋1~𝑁(0,1) 

 𝑋2~𝜒2(𝑛) 

 

𝑭 

分 

布 

𝑋 =
𝑋1/𝑛1

𝑋2/𝑛2
 

 

𝑋1~𝜒2(𝑛1) 

 𝑋2~𝜒2(𝑛2) 

 

 

【例题 6.1.1 基础题】 

1. 设样本𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋6来自总体𝑁(0,1), 𝑌 = 𝐶(𝑋1 + 𝑋2 + 𝑋3)2 + 𝐶(𝑋4 + 𝑋5 + 𝑋6)2,

试确定常数𝐶使𝑌服从𝜒2分布. 

2. 设样本𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋5来自总体𝑁(0,1), 𝑌 =
𝐶(𝑋1+𝑋2)

(𝑋3
2+𝑋4

2+𝑋5
2)

1/2,试确定常数𝐶使𝑌服从𝑡

分布. 

3. 已知总体𝑋~𝑡(𝑛),求证𝑋2~𝐹(1, 𝑛). 

解： 

1. 因𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋6是总体𝑁(0,1)的样本,根据题目特点，可以将(𝑋1 + 𝑋2 + 𝑋3)和

(𝑋4 + 𝑋5 + 𝑋6)各看成一个整体，则有 

𝑋1 + 𝑋2 + 𝑋3~𝑁(0,3), 𝑋4 + 𝑋5 + 𝑋6~𝑁(0,3) 

且两者相互独立. 因此 

𝑋1 + 𝑋2 + 𝑋3

√3
~𝑁(0,1)，

𝑋1 + 𝑋5 + 𝑋6

√3
~𝑁(0,1), 

按𝜒2分布的定义 

(𝑋1 + 𝑋2 + 𝑋3)2

3
+

(𝑋4 + 𝑋5 + 𝑋6)2

3
~𝜒2(2), 

即𝑌~𝜒2(2)，𝐶 =
1

3
. 
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2. 因𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋5是总体𝑁(0,1)的样本，故𝑋1 + 𝑋2~𝑁(0,2)，即有 
𝑋1 + 𝑋2

√2
~𝑁(0,1) 

而 

𝑋3
2 + 𝑋4

2 + 𝑋5
2~𝜒2(3). 

于是 

(𝑋1 + 𝑋2)/√2

√(𝑋3
2 + 𝑋4

2 + 𝑋5
2)/3

= √
3

2

𝑋1 + 𝑋2

(𝑋3
2 + 𝑋4

2 + 𝑋5
2)1/2

~𝑡(3) 

因此所求的常数𝐶 = √
3

2
. 

3. 按定义总体𝑋~𝑡(𝑛)，故𝑋可表示成 

𝑋 =
𝑍

√𝑌/𝑛
 

其中，𝑌~𝜒2(𝑛), 𝑍~𝑁(0,1)且𝑍与𝑌相互独立，从而 

𝑋2 =
𝑍2

𝑌/𝑛
 

由于𝑍~𝑁(0,1), 𝑍2~𝜒2(1)，上式右端分子𝑍2~𝜒2(1)，分母中𝑌~𝜒2(𝑛)，又由𝑍与𝑌相

互独立，知𝑍2与𝑌相互独立.按𝐹分布的定义得 

𝑋2~𝐹(1, 𝑛). 

 

【例题 6.1.2 基础题】设 是来自正态总体 的简单随机样本，

记 ，其中 为常数．已知 ，则 

（A） 必为 2． 

（B） 必为 4． 

（C） 为 1或 2。 

（D） 为 2或 4。 

答案： 

， 故

。 

情形一： ，属于𝜒2(2)，此时 ； 

情形二：𝑎或𝑏中有一者为 0，则 或 ，属于
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𝜒2(1)。此时 ，或 。 

应选 ． 

 

【例题 6.1.3 中等题】（2023 数学一/数学三 5分）设 为来自总体

的简单随机样本， 为来自总体 的简单随机样本，且

两样本相互独立，记 ， ， ，

,则 

A． ． 

B． ． 

C． ． 

D． ． 

答案：D 

 

分位数：对于遵循某个分布的随机变量𝑋，给定一个参数𝛼(0 < 𝛼 < 1)，如果存

在一个值𝑋0满足： 

𝑃{𝑋 > 𝑋0} = 𝛼 

则称𝑋0为该分布的上𝛼分位点。 

卡方分布的上𝛼分位点记为𝜒𝛼
2(𝑛)： 

 

𝑡分布的上𝛼分位点记为𝑡𝛼(𝑛)： 
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𝐹分布的上𝛼分位点记为𝐹𝛼(𝑛1, 𝑛2)： 

 

 

6.2 样本均值与样本方差的分布 

 

【单个正态总体】设 是来自总体 的简单随机样

本， 与 分别为相应的样本均值和样本方

差，则 

（1）样本均值的分布： 

 

（2）样本方差的分布： 

 

【双正态总体】考纲有所要求，但往年几乎不做考查，建议后期掌握公式即可。 

 

七、 参数估计与假设检验 

 

例一：假设你想了解一所大学的学生英语水平，你随机调查了这个学校 100 位学
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生的四级考试成绩，发现他们的平均分为 455 分，而样本方差为 200。请你估计全

校学生的四级考试平均成绩是多少？ 

 

例二：假设你正在点外卖，A 店外卖的评分（满分 5 分）为 4.8，但是只有 5 条评

价；B 店外卖的评分为 4.7，但是有 100 条评价。你会倾向于选择哪一家？请你估

计这两家店实际上真实评分应该所处的范围各是多少？ 

 

我们需要用有限的样本数，来估算总体的状况。具体来说就是估计总体的实际平均

值（有时候也估计总体的方差），而这里的“估计”又分为两类： 

（1）估算实际平均值（例一）； 

（2）估算实际平均值会在哪个范围内（例二）。 

前者我们称之为“点估计”，后者则是“区间估计”。 

 

 

 

7.1 点估计：矩估计 / 最大似然估计 

矩估计：样本矩与总体矩相等。 

第一步：如果要估计𝑛个参数，需要计算总体以及样本中的前𝑛阶原点矩； 

第二步：样本矩＝总体矩，得到𝑛个方程，可解出𝑛个参数的估计值； 

最大似然估计：让参数取“最有可能”的值。 

第一步：按照样本取值，写出对应“取得该值的概率”，即样本的似然函数； 

第二步：令似然函数取得最大值，求得此时对应的参数值作为估计值。 

 

【例题 7.1.1 基础题】设离散随机变量𝑋具有以下分布律： 

𝑋 1 2 3 

𝑝 𝜃2 2𝜃(1 − 𝜃) (1 − 𝜃)2 

其中𝜃 ∈ (0,1)为未知参数，已知三个样本值𝑋1 = 1, 𝑋2 = 2, 𝑋3 = 1，请求出参数𝜃的

矩估计值和最大似然估计值。 

解：【矩估计】 

𝜇 = 𝜃2 + 2 × 2𝜃(1 − 𝜃) + 3 × (1 − 𝜃)2 = 3 − 2𝜃. 

解得𝜃 =
1

2
(3 − 𝜇)，故得𝜃的矩估计值为 
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𝜃 =
1

2
(3 − 𝑥̅) =

1

2
(3 −

4

3
) =

5

6
 

【最大似然估计】 

由给定的样本值，得似然函数为 

𝐿 = ∏ 𝑃{𝑋𝑖 = 𝑥𝑖}

3

𝑖=1

= 𝑃{𝑋1 = 1}𝑃{𝑋2 = 2}𝑃{𝑋3 = 1} = 𝜃2 ⋅ 2𝜃(1 − 𝜃) ⋅ 𝜃2

= 2𝜃5(1 − 𝜃) 

令 

d𝐿

d𝜃
= 10𝜃4 − 12𝜃5 = 0 

得𝜃的最大似然估计值为𝜃 =
5

6
. 

 

设𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛为总体𝑋的一个样本，求下列概率密度或分布律中的未知参数的矩

估计量和最大似然估计量。 

（1） 

𝑓(𝑥) = {𝜃 ⋅ 2𝜃𝑥−(𝜃+1), 𝑥 > 2,
0, others

 

其中𝜃 > 1, 𝜃为未知参数. 

（2） 

𝑓(𝑥) = {√𝜃𝑥√𝜃−1, 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 1,
0, others

 

 

其中𝜃 > 0, 𝜃为未知参数. 

解：（1） 

【矩估计】 

计算该分布情况下的期望值： 

𝜇 = ∫ 𝑥𝑓(𝑥)d𝑥
∞

−∞

= ∫ 𝑥𝜃2𝜃𝑥−(𝜃+1)d𝑥
∞

2

= 𝜃2𝜃 ∫ 𝑥−𝜃d𝑥
∞

2

=
𝜃2𝜃𝑥−𝜃+1

−𝜃 + 1
|

2

+∞

=
2𝜃

𝜃 − 1
 

由此得： 

𝜃 =
𝜇

𝜇 − 2
 

而我们知道，样本的均值为𝑋̅，按照矩估计的思路，样本均值𝑋̅等于总体期望𝜇，于

是得到𝜃的矩估计量为： 

𝜃 =
𝑋̅

𝑋̅ − 2
 

【最大似然估计】 

似然函数为 

 

最大似然估计的特征在于找到合适𝜃使得𝐿最大，这时可以用导数解决问题，而显
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然此时𝐿对𝜃求导难以操作，我们应使用对数方式求导： 

 

令 

 

通过该方程解出估计量： 

 

（2）【矩估计】 

 

𝜇 = ∫ 𝑥√𝜃𝑥√𝜃−1d𝑥
1

0

= ∫ √𝜃𝑥√𝜃d𝑥
1

0

=
√𝜃

√𝜃 + 1
 

由此得 

𝜃 = (
𝜇

1 − 𝜇
)

2

 

在上式中以𝑋̅代替𝜇，得𝜃的矩估计量为 

𝜃 = (
𝑋̅

1 − 𝑋̅
)

2

 

【最大似然估计】 

 

解得最大似然估计量为： 

 

 

估计的评选标准：设𝜃是总体𝑋分布中的待估参数，其估计量为𝜃： 

（1）无偏性：估计值的期望𝐸(𝜃)等于实际参数𝜃的取值。 

（2）有效性：衡量一个估计算法的好坏，估计值的方差越小越好。比如对于同

一个待估参数𝜃，存在两个不同的无偏估计量𝜃1和𝜃2，倘若满足𝐷(𝜃1) < 𝐷(𝜃2)，

则称𝜃1比𝜃2有效。 

（3）一致性（相合性）：不考。 
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【例题 7.1.2 基础题】设𝑋1, 𝑋2, 𝑋3, 𝑋4是来自均值为𝜃、方差为𝜎2的某种分布的样

本，其中𝜃未知。设有以下三个估计量： 

𝑇1 =
1

6
(𝑋1 + 𝑋2) +

1

3
(𝑋3 + 𝑋4)

𝑇2 =
1

5
(𝑋1 + 2𝑋2 + 3𝑋3 + 4𝑋4)

𝑇3 =
1

4
(𝑋1 + 𝑋2 + 𝑋3 + 𝑋4)

 

（1）指出𝑇1, 𝑇2, 𝑇3中哪几个是𝜃的无偏估计量。 

（2）在上述𝜃的无偏估计中指出哪一个较为有效。 

解： 

（1）已知对于均值为𝜃的指数分布总体𝑋，有𝐸(𝑋) = 𝜃, 𝐷(𝑋) = 𝜎2，于是𝐸(𝑋𝑖) =

𝜃, 𝐷(𝑋𝑖) = 𝜃2, 𝑖 = 1,2,3,4。所以： 

𝐸(𝑇1) =
1

6
[𝐸(𝑋1) + 𝐸(𝑋2)] +

1

3
[𝐸(𝑋3) + 𝐸(𝑋4)] =

𝜃

3
+

2𝜃

3
= 𝜃 

𝐸(𝑇2) =
1

5
[𝐸(𝑋1) + 2𝐸(𝑋2) + 3𝐸(𝑋3) + 4𝐸(𝑋4)] = 2𝜃 

𝐸(𝑇3) =
1

4
[𝐸(𝑋1) + 𝐸(𝑋2) + 𝐸(𝑋3) + 𝐸(𝑋4)] = 𝜃 

以上结果表明𝑇1, 𝑇3都是𝜃的无偏估计量，但𝑇2不是𝜃的无偏估计量. 

（2） 

 

其中𝐷(𝑇3) < 𝐷(𝑇1)，可见𝑇3的估计更加有效。 

 

【例题 7.1.3 基础题】（2021 数学一/数学三 5分）设

为 来 自 总 体 的 简 单 随 机 样 本 ． 令

，则 

A． 不是 的无偏估计， ． 

B． 是 的无偏估计， ． 

C． 是 的无偏估计， ． 

D． 不是 的无偏估计， ． 
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答案：C 

 

【例题  7.1.4 基础题】（ 2021 数学三  5 分）设总体 的概率分布为

．利用来自总体 的样本值

1,3,2,2,1,3,1,2，可得𝜃的最大似然估计值为 

A． ． 

B． ． 

C． ． 

D． ． 

答案：B 

【例题 7.1.5 基础题】（2022 数学一/数学三 12分）设 为来自均值

为 的指数分布总体的简单随机样本， 为来自均值为 的指数分布总体

的简单随机样本，且两样本相互独立，其中 是未知参数．利用样本

，求 的最大似然估计量 ，并求 ． 

答案： 

 

【例题 7.1.6 中等题】（2023 数学一/数学三 5分）设 为来自总体

的简单随机样本，其中 是未知参数。若 为 的无偏估计，则

 

A． ． 

B.  

C． ． 

D． ． 
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答案：A 

 

【例题 7.1.7 中等题】（2024 数学一/数学三 12分）设总体 服从 上的均

匀分布，其中 为未知参数． 是来自总体 的简单随机样本，

记 ． 

（1）求 ，使得 是 的无偏估计； 

（2）记 ，求 使得 最小． 

答案：(1) . 

(2) . 

 

 

7.2 区间估计 

原理： 

（1）当总体的方差已知时，则有 ； 

（2）当总体的方差未知时，则有 ； 

（3）总体的方差分布情况为： 。 

 

参数 公式 
解释 

期望

𝜇 

𝜎2已

知 
𝑋̅ ± 𝑧𝛼

2
⋅

𝜎

√𝑛
 

𝑋̅：样本均值 

𝑧𝛼

2
：标准正态分布的上

𝛼

2
分位点 

𝜎：总体标准差 

𝑛：样本数 

𝜎2未

知 
𝑋̅ ± 𝑡𝛼

2
,𝑛−1

⋅
𝑆

√𝑛
 

𝑋̅：样本均值 

𝑡𝛼

2
,𝑛−1：𝑡分布（参数𝑛 − 1）的上
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𝛼

2
分位点 

𝑆：样本标准差 

𝑛：样本数 

方差𝜎2  

𝜒𝛼

2
,𝑛−1

2 ：𝜒2分布（参数𝑛 − 1）的

上
𝛼

2
分位点 

𝑆2：样本方差 

𝑛：样本数 

 

【例题 7.2.1 基础题】随机采访 9位观众对一部电影的评分（满分 10分），结果

如下： 

6.0  5.7  5.8  6.5  7.0  6.3  5.6  6.1  5.0 

假定评分的总体服从正态分布𝑁(𝜇, 𝜎2).在下述情形下分别求出该电影评分的总体

的平均值（期望）𝜇，置信水平为1 − 𝛼 = 0.95。 

（1）根据以往经验，知道观众评分的标准差𝜎 = 0.6。 

（2）不知道评分的标准差𝜎。 

解：通过计算可知，该样本的均值为𝑋 = 6.0，方差为𝑆2 = 0.33. 

（1）在已知总体标准差情况下，有如下情况： 

 

目标是确定两端的界限(−𝑐, 𝑐)，使得 

 

 

根据正态分布的特点可知，这里的𝑐即为标准正态分布的 0.025 上分位点，记为

𝑧0.025。通过查表得知： 

𝑧0.025 = 1.96 

所以我们可知： 

−1.96 ≤
𝑋̅ − 𝜇

𝜎/√𝑛
≤ 1.96 
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代入𝑋̅ = 6, 𝜎 = 0.6, 𝑛 = 9，可以确定𝜇的取值范围： 

5.608 ≤ 𝜇 ≤ 6.392 

（2）在未知总体标准差情况下，有如下情况： 

 

目标是确定两端的界限(−𝑐, 𝑐)，使得 

 

 

这里的𝑐即为𝑡(8)分布的 0.025上分位点，记为𝑡0.025。通过查表得知： 

𝑧0.025 = 2.306 

所以我们可知： 

−2.306 ≤
𝑋̅ − 𝜇

𝑆/√𝑛
≤ 2.306 

代入𝑋̅ = 6, 𝑆 = √0.33, 𝑛 = 9，可以确定𝜇的取值范围： 

5.588 ≤ 𝜇 ≤ 6.442 

 

【例题 7.2.2 基础题】为研究某种汽车轮胎的磨损特性，随机地选择 16只轮胎，

每只轮胎行驶到磨坏为止，记录所行驶的路程（以 km计）如下： 

 

假设这些数据来自正态总体 ，其中 未知，试求 的置信水平为 0.95

的单侧置信下限。 

解：由于不知总体方差，使用公式为： 

 

由于所求内容为置信下限，即 
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通过查表得： ，代入 ，

可得： 

 

得 的置信水平为 的单侧置信下限为 

 

大于号，找正数； 

小于号，找负数。 

割区间，切尾巴。 

 

【例题 7.2.3 基础题】随机地取某种炮弹 9 发做试验，得炮口速度的样本标准差

𝑠 = 11m/s.设炮口速度服从正态分布.求这种炮弹的炮口速度的标准差𝜎的置信水

平为 0.95的置信区间。 

解：样本方差服从如下分布： 

(𝑛 − 1)𝑆2

𝜎2
~𝜒2(𝑛 − 1) 

 

代入𝑛 = 9, 𝑠 = 11,1 − 𝛼 = 0.95，通过查表可得： 

𝜒𝑎/2
2 (𝑛 − 1) = 𝜒0.025

2 (8) = 17.534 

𝜒1−𝛼/2
2 (𝑛 − 1) = 𝜒0.975

2 (8) = 2.180 

2.180 ≤
8𝑆2

𝜎2
≤ 17.534 

得到标准差𝜎的一个置信水平为 0.95的置信区间如下： 
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√8 × 11

√17.534
≤ 𝜎 ≤

√8 × 11

√2.180
 

7.4 ≤ 𝜎 ≤ 21.1 

 

 

 

7.3 假设检验 

假设检验的类型与原理，与区间估计的几乎一致。但是以下概念需要清楚： 

原假设和备择假设：称需要着重考察的假设为原假设，原假设常记为 ；与原

假设相对立的假设称为备择假设或对立假设，备择假设常记为 ． 

检验统计量：如果基于某一个统计量的观测值来确定接受 或拒绝 时，这一

统计量称为检验统计量． 

拒绝域和临界点：当检验统计量的观测值落在某个区域时就拒绝  ，这一区

域称为拒绝域，拒绝域的边界点称为临界点． 

显著性水平 ：是一个小的正数，在作检验时要求犯第 I类错误的概率 称

为检验的显著性水平． 通常取 等值． 

假设检验的两类错误： 实际上为真时，而拒绝 ，这类弃真的错误称为第 I

类错误。 实际上为假时，而接受 ，这类取伪的错误称为第 II 类错误。 

显著性检验：对于给定的样本容量，只控制犯第 I类错误的概率，而不考虑犯第

II类错误的概率的检验法，称为显著性检验． 

【例题 7.3.1 基础题】某批矿砂的 5个样品中的镍含量（以%计），经测定为 

3.25  3.27  3.24  3.26  3.24 

设测定值总体服从正态分布，但参数均未知，问在𝛼 = 0.01下能否接受假设：这批

矿砂的镍含量的均值为 3.25？ 

解：按题意总体𝑋~𝑁(𝜇, 𝜎2), 𝜇, 𝜎2均未知，要求在显著性水平𝛼 = 0.01下检验假设 

𝐻0: 𝜇 = 3.25, 𝐻1: 𝜇 ≠ 3.25. 

因𝜎2未知，故采用𝑡检验，取检验统计量为 

𝑡 =
𝑋̅ − 𝜇0

𝑆/√𝑛
 

令𝛼 = 0.01, 𝑡𝛼/2(𝑛 − 1) = 𝑡0.005(4) = 4.6041，拒绝域为 

𝑡𝑎/2(𝑛 − 1) = 4.6041 

 

𝑛 = 5, 𝑥̅ = 3.252, 𝑠 = 0.013,观察值 
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|𝑡| = |
3.252 − 3.25

0.013/√5
| = 0.344 < 4.6041 

不落在拒绝域之内，故在显著性水平𝛼 = 0.01下接受原假设𝐻0，即认为这批矿砂镍

含量的均值为 3.25. 

 

【例题 7.3.2 基础题】生产者从一批这种元件中随机抽取 25件，测得其寿命的

平均值为 950h.已知该种元件寿命服从标准差为𝜎 = 100h的正态分布.试在显著性

水平𝛼 = 0.05下判断这种元件的整体均值𝜇超过 1000？即需检验假设𝐻0: 𝜇 ⩾

1000, 𝐻1: 𝜇 < 1000. 

解：因𝜎2已知，故采用𝑍检验，取检验统计量为𝑍 =
𝑋̅−𝜇

𝜎/√𝑛
，代入𝑛 = 25, 𝑋̅ = 950, 𝜎 =

100, 𝛼 = 0.05, 可得出： 

𝑧 =
𝑋̅ − 𝜇

𝜎/√𝑛
= −2.5 

确定拒绝域： 

−𝑧0.05 = −1.645 

可得拒绝域为(−∞, −1.645)。因𝑍值为−2.5 < −1.645，落在拒绝域内，故在显著性

水平𝛼 = 0.05下拒绝原假设𝐻0，认为这批元件不合格. 

 

找拒绝，看 H1 

大于号，找正数 

小于号，找负数 

留尾巴，拒绝域 

 

【例题 7.3.3 基础题】一种混杂的小麦品种，株高的标准差为𝜎0 = 14~cm，经提

纯后随机抽取 10株，它们的株高（以 cm计）为 

90 105 101 95 100 100 101 105 93 97 

考察提纯后的群体是否比原群体整齐?取显著性水平𝛼 = 0.01，并设小麦株高服从

𝑁(𝜇, 𝜎2)。 

解：需检验假设(𝛼 = 0.01) 

𝐻0: 𝜎 ⩾ 𝜎0, 𝐻1: 𝜎 < 𝜎0(𝜎0 = 14). 

采用𝜒2检验.查表可得： 

𝜒1−0.01
2 (9) = 2.088 

现在𝑛 = 10, 𝑠2 = 24.233，观察值为： 

(𝑛 − 1)𝑠2

𝜎0
2 =

218.1

142
= 1.11 < 2.088. 

故拒绝𝐻0，认为提纯后的群体比原群体整齐. 

 

【例题 7.3.4 中等题】（2021 数学一 5分）设 是来自总体 的

简单随机样本，考虑假设检验问题： 表示标准正态分布函

数．若该检验问题的拒绝域为 ，其中 ，则 时，该
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检验犯第二类错误的概率为 

A． ． 

B． ． 

C． ． 

D． ． 

答案：A 

 

【例题 7.3.5 拔高题】（2025 数学一 5 分）设 为来自正态总体

的简单随机样本，记 表示标准正态分布的上侧 分位数。假

设检验问题 的显著性水平为 的检验的拒绝域为 

A．  

B．  

C．  

D．  

答案：D 

 


