
1 矩阵运算 

题 1.1（2021年 2，3）已知矩阵  ，若存在下三角可逆矩阵 𝐏 和上三角可逆矩

阵 𝑄 ，使 𝑃𝐴𝑄 为对角矩阵，则 𝑃, 𝑄 可分别为（  ）． 

A．   B．  

C．   D．  

 

答案：C 

【考查点】矩阵乘法:左乘“经过变形后的单位矩阵”代表行变换（重复行变形的操作），右乘“经过

变形后的单位矩阵”代表列变换（重复列变形的操作）。 

题 1.2（2024 年 2,3）设  为三阶矩阵，  ，若  ，则 

. 

A．    B．  

C．    D．  

答案：C 

题 1.3（2022年 2，3）设  为三阶矩阵，交换  的第 2 行和第 3 行，再将第 2 列的 -1 倍加

到第 1列，得到矩阵  ，则  的迹   

答案：-1 

【考察点】逆向操作即可。 

题 1.4（2025年 2）下列矩阵中，可以经过若干次初等行变换得到矩阵  的（  ） 



A.   B．  

C．   D．  

答案：B 

题 1.5（2022年 1）设  可逆，若  满足  ，则  _________. 

答案： . 

两侧左乘𝐸 − 𝐴，将得到： 

 

【考查点】 

可以看作 （尽管矩阵世界里没有“除法”，但是逆矩阵看

成一种“倒数”也是合理的） 

题 1.6（2021年 1）设  为  阶实矩阵，下列各式中不一定成立的是（  ）． 

A．  

B．  

C．  

D．  

答案：C 

根据r(𝑨𝑇𝑨) = r(𝑨)，可知 A选项一定成立。后续的 BCD 可看作如何对 A进行的改造： 

B选项：  

D选项：  



【考查点】 

r(𝑨𝑇𝑨) = r(𝑨) 

舒尔定理（分块矩阵的秩有关结论） 

题 1.7（2022年 1）设矩阵𝑨,𝑩均为𝑛阶方阵，𝑬为𝑛阶单位矩阵，若𝑨𝑥 = 0与𝐁𝑥 = 0同解，则（  ）． 

A．(
𝑨 𝑶
𝑬 𝑩

)𝒙 = 0仅有零解 

B．(
𝑬 𝑨
𝑶 𝑨𝑩

)𝒙 = 0仅有零解 

C．(
𝑨 𝑩
𝑶 𝑩

)𝒙 = 0与(
𝑩 𝑨
𝑶 𝑨

)𝒙 = 0同解 

D．(
𝑨𝑩 𝑩
𝑶 𝑨

)𝒙 = 0与(
𝑩𝑨 𝑨
𝑶 𝑩

)𝒙 = 0同解 

答案：C 

通过举例（比如𝐴和𝐵都是 0矩阵，可排除 AB选项）。 

𝑨𝑥 = 0与𝐁𝑥 = 0同解，解可以写为𝑢. 

(
𝑨 𝑩
𝑶 𝑩

)𝒙 = 0与(
𝑨 𝑶
𝑶 𝑩

)𝒙 = 0有相同解；(
𝑩 𝑨
𝑶 𝑨

)𝒙 = 0与(
𝑩 𝑶
𝑶 𝑨

)𝒙 = 0有相同解。而这两者的解都是： 

[
𝑢
𝑢
] 

【考察点】𝑨𝑥 = 0与𝐁𝑥 = 0同解，可得𝑨,𝑩有相同的秩。 

舒尔定理（分块矩阵的秩有关结论） 

题  1.8 （ 2023 年 1 ） 已 知 𝑛阶 矩 阵 𝑨,𝑩, 𝑪满 足 𝑨𝑩𝑪 = 𝑶, 𝑬为 𝑛阶 单 位 矩 阵 ， 记 矩 阵

(
𝑶 𝑨
𝑩𝑪 𝑬

) , (
𝑨𝑩 𝑪
𝑶 𝑬

) , (
𝑬 𝑨𝑩
𝑨𝑩 𝑶

)的秩分别为𝑟1, 𝑟2, 𝑟3，则（ ）． 

A．  

B．  

C．  

D．  

答案：B 

【考查点】舒尔定理（分块矩阵的秩有关结论） 

对秩进行分析： 

𝑟 (
𝑶 𝑨
𝑩𝑪 𝑬

)
𝑟1−𝐴𝑟2
→    𝑟 (

−𝑨𝑩𝑪 𝑶
𝑩𝑪 𝑬

)
𝑨𝑩𝑪=𝑶
→    𝑟 (

𝑶 𝑶
𝑩𝑪 𝑬

) = 𝑛 

𝑟 (
𝑨𝑩 𝑪
𝑶 𝑬

)
𝑟1−𝐶𝑟2
→    𝑟 (

𝑨𝑩 𝑶
𝑶 𝑬

) = 𝑛 + 𝑟(𝑨𝑩) 

𝑟 (
𝑬 𝑨𝑩
𝑨𝑩 𝑶

)
𝑟2−𝐴𝐵𝑟1
→     𝑟 (

𝑬 𝑨𝑩
𝑶 −𝑨𝑩𝑨𝑩

) = 𝑛 + 𝑟(−𝑨𝑩𝑨𝑩) 

排序： 

𝑛 ≤ 𝑛 + 𝑟(−𝑨𝑩𝑨𝑩) ≤ 𝑛 + 𝑟(𝑨𝑩) 

题 1.9（2024年 2）  为四阶矩阵， 为 的伴随矩阵，若 ，且 ，则

可能为（  ）。 



A．0 或 1 

B．1 或 3 

C．2 或 3 

D．1 或 2 

答案：D 

，则说明𝑟(𝐴) + 𝑟(𝐴 − 𝐴∗) ≤ 4。 

 

 

而倘若𝑟(𝐴) = 0，说明𝐴是一个 0矩阵， 也是 0矩阵，不满足 的条件。所以选 D。 

【考察点】如果𝑨𝑩 = 0，则r(𝑨) + r(𝑩) ⩽ 𝑛, 𝑛为𝑨的列数(𝑩的行数） 

𝐴𝐴∗ = |𝐴|𝐸 

题 1.10（2025年 1）设 阶矩阵 满足 ．给出下列四个结

论，则正确的是（  ） 

（1）  

（2）  

（3）  

（4）  

A．（1）（2） 

B．（1）（3） 

C．（2）（4） 

D．（3）（4） 

答案：A 

举反例：矩阵𝐴是 0矩阵，（此时 BC均为满秩矩阵）。 

***理论推理做法：利用西尔维斯特 (Sylvester) 秩不等式（高代内容） 

对于两个可乘的矩阵 X 和 Y（在此为 n 阶方阵），西尔维斯特秩不等式表明： 

𝑟(𝑋) +  𝑟(𝑌) −  𝑛 ≤  𝑟(𝑋𝑌) 

推导基本不等式 

首先，应用于矩阵 A 和 B： 

𝑟(𝐴) +  𝑟(𝐵) −  𝑛 ≤  𝑟(𝐴𝐵) 

其次，应用于矩阵 AB 和 C： 

𝑟(𝐴𝐵) +  𝑟(𝐶) −  𝑛 ≤  𝑟(𝐴𝐵𝐶) 

现在，将上面两个不等式进行组合： 

(𝑟(𝐴) +  𝑟(𝐵) −  𝑛) +  𝑟(𝐶) −  𝑛 ≤  𝑟(𝐴𝐵𝐶) 

整理后得到： 

𝑟(𝐴) +  𝑟(𝐵) +  𝑟(𝐶) −  2𝑛 ≤  𝑟(𝐴𝐵𝐶) 

题目给出的条件是： 

𝑟(𝐴)  +  𝑟(𝐵)  +  𝑟(𝐶)  =  𝑟(𝐴𝐵𝐶) +  2𝑛 



将这个条件与我们推导出的不等式 进行比较，我们发现不等式中的“小于等于”实际上是“等于”。 

当一个由多个不等式链导出的最终不等式取等号时，意味着链条中的每一个不等式都必须取等号。 

得出结论 (1) 和 (2) 

𝑟(𝐴𝐵)  +  𝑟(𝐶)  −  𝑛 =  𝑟(𝐴𝐵𝐶) 

𝑟(𝐴)  +  𝑟(𝐵)  −  𝑛 =  𝑟(𝐴𝐵) 

题 1.11（2025 年 1）设矩阵  ，若方程组  与  有不同解，则 

  

答案：−4 

思路：两个都是齐次方程组，齐次方程组就两种情况：唯一解（零解）和无数多解。  与  

有不同解，又考虑到 的秩只会小于等于𝑨的秩，所以 一定会有无穷多解，而 如果

是唯一解也不可能（因为如果𝑨满秩，那么 也满秩，两个方程组都是只有唯一解了，不合题意）。 

所以矩阵𝐴不应该满秩。（可以用行变换，也可以用行列式，来处理这个信息，得到𝑎 − 𝑏 = −4） 

【考查点】与满秩矩阵相乘不改秩； 的秩只会小于等于𝑨的秩。 

题 1.12（2025年 2）设三阶矩阵  满足  ，则（  ） ． 

A．方程组  只有零解 

B．方程组  与方程组  均只有零解 

C. 方程组  与方程组  没有公共非零解 

D. 方程组  与方程组  有公共非零解 

答案：D 

可以推出的结论有：𝐴、𝐵必不满秩（反证法），𝐴和𝐵的秩介于 1到 2之间。 

方程组  与方程组  有公共非零解是对的，求公共解相当于求它们共同组合

成为的方程组的解： 

 

 

而其中的 与 均小于等于𝑟(𝑩𝑨)，而通过上面的推理以及等式

可知𝑟(𝑩𝑨) ≤ 1，所以 



 

所以该联合方程组存在非零解。 

【考查点】关于秩的等式、不等式 

当𝐴可逆时，r(𝑨𝑩) = r(𝑩)；当𝑩可逆时，r(𝑨𝑩) = r(𝑨) 

r(𝑨𝑩) ⩽ Min{r(𝑨), r(𝑩)} 

r ([
𝑨
𝑩
]) = r([𝑨  𝑩]) ≤ r(𝑨 ± 𝑩) ⩽ r(𝑨) + r(𝑩) 

题 1.13（2024年 1  *仅数学一做）在空间直角坐标系中，三张平面 ，

位置关系如图所示，记 ， ，若 ，则 

 

A．  

B．  

C．  

D．  

答案：B 

题 1.14（2025年 1  *仅数学一做）设 是 维列向量， 线性无关， 线性

相关，且 ，空间关于 的方程 是 B）． 

A．过原点的的一个平面 

B．过原点的一条直线 

C．不过原点的一个平面 

D．不过原点的一条直线 

答案：D 

2 行列式 

题 2.1（2021年 2，3）多项式  中  项的系数为 

答案：-5 



题 2.2（2023年 2，3）设  为  阶可逆矩阵，  为  阶单位矩阵，则  （ ）。  

A．  

B．  

C．  

D．  

答案：D 

应当有：  

题 2.3（2024年 3）设 𝑨 = (

𝑎 + 1 𝑏 3

𝑎
𝑏

2
1

1 1 2

) ,𝑀𝑖𝑗 为 𝑎𝑖𝑗 的余子式，若 |𝑨| = −
1

2
 且 −𝑀21 + 𝑀22 −

𝑀23 = 0 ，则（  ）． 

A．𝑎 = 0 或 𝑎 = −
3

2
 

B．𝑎 = 0 或 𝑎 =
3

2
 

C．𝑏 = 1 或 𝑏 = −
1

2
 

D．𝑏 = −1 或 𝑏 =
1

2
 

答案：B 

|𝑨| = −
1

2
  

 −𝑀21 + 𝑀22 −𝑀23 = |
𝑎 + 1 𝑏 3
1 1 1
1 1 2

| = 0 

两个方程组，两个未知数(𝑎, 𝑏)，可得解。 

题 2.4（2024 年 3） 为三阶矩阵， 为 的伴随矩阵， 为单位矩阵，且 ，

，则 ． 

答案：16 

说明 2是𝐴的二重特征值； 说明 1是𝐴的二重特征值. 

已知特征值，则方便求出行列式。 



【考察点】对特征值、特征向量、解的维数与秩之间的关系。 

题 2.5（2025年 3）已知 

  

则方程  的不同的根的个数为_____． 

方法一： 

 

方法二： 

观察到𝑓(𝑥)与𝑔(𝑥)的右三列内容重复（但第二列和第四列交换了顺序）。 

，则： 

 



答案：2 

 

题 2.6（2023 年 2,3） 已知线性方程组  有解，其中  为常数， 若

 ，则   .  

答案：8 

【考查点】 

将该矩阵的增广矩阵写出  

该方程组有解，而这里面只有 3个变量、4个方程，说明该系数矩阵的秩是 3.（如果是 4，那就无解

了） 

进而说明它的行列式为 0.而该行列式按照第四列展开，刚好得到的结果就是： 

 

题 2.7（2021 年 1）设  为三阶矩阵，  为代数余子式，若  的每一行之和均为 

 ，则   ． 

 

 

答案：  

题 2.8（2025年 3）已知 是 的矩阵， 是 维非零向量，若 有 阶非零子式，则（  ）． 

A．当 时， 有解 



B．当 时， 无解 

C．当 时， 有解 

D．当 时， 无解 

答案：A 

是𝑚条方程、𝑛个未知数。如果𝑚 > 𝑛（方程组数大于变量个数），则不可能有𝑘 = 𝑚这个说法

的；如果𝑚 ≤ 𝑛（方程组数小于等于变量个数）, 说明𝐴的行是满秩的，一定有解。 

3 向量组与方程组 

题 3.1 （2022年 1，2，3）设向量组  ，若  与 

 等价，则 （  ） 

A．  

B．  

C．  

D．  

将向量矩阵阶梯型化简： 

 

答案：C 

题 3.2（23-1，2，3 分）已知向量  ，若  既可由  ， 

 线性表示，也可由  表示，则  =（   ）． 

A．  

B．  

C．  

D．  



设 

 

意味着： 

 

解得：  

，则： 

 

答案：D 

题 3.3（2023年 1）已知向量 𝜶1 = (1,0,1,1)
T, 𝜶2 = (−1,−1,0,1)

T, 𝜶3 = (0,1, −1,1)
𝑇 ， 

𝜷 = (1,1,1, −1)T, 𝜸 = 𝑘1𝜶1 + 𝑘2𝜶2 + 𝑘3𝜶3 ，若 𝜸T𝜶𝑖 = 𝜷
T𝜶𝑖(𝑖 = 1,2,3) ，则 𝑘1

2 + 𝑘2
2 + 𝑘3

2 = 

经过观察，发现𝜶1、𝜶2、𝜶3是一组正交基，则： 

𝑘1 =
𝜸 ⋅ 𝜶1
𝜶1 ⋅ 𝜶1

=
𝜸T𝜶1
3

 

𝑘2 =
𝜸T𝜶2
3

 

𝑘3 =
𝜸T𝜶3
3

 

而根据题意𝜸T𝜶𝑖 = 𝜷
T𝜶𝑖，则有： 

𝑘1 =
𝜷𝑇𝜶1
3

=
1

3
 

 𝑘2 =
𝜷𝑇𝜶2
3

= −1 

𝑘3 =
𝜷𝑇𝜶3
3

= −
1

3
 

答案：  



题 3.4（2024年 2）设向量  ，若  线性相关，且其中任

意两个向量均线性无关，则 _____． 

将矩阵进行阶梯型化简： 

 

可得：𝑎 = −2, 𝑏 − 2 

答案：−4 

题 3.5（2021年 2）设三阶矩阵  ，若向量组  可以由向

量组  线性表出，则（  ） 

A． 𝑨𝒙 = 0 的解均为 𝑩𝒙 = 0 的解 

C． 𝑩𝒙 = 0 的解均为 𝑨𝒙 = 0 的解 

B． 𝐀T𝒙 = 0 的解均为 𝑩T𝒙 = 0 的解 

D． 𝑩T𝒙 = 0 的解均为 𝑨T𝒙 = 0 的解 

【考查点】若向量组  可以由向量组  线性表出，说明存在： 

 

𝑨𝑇 = 𝑷𝑻𝑩𝑻 

𝑩T𝒙 = 0则可得𝑷𝑻𝑩𝑻𝒙 = 0，进而𝑨𝑇𝑥 = 0。 

答案：D 

题 3.6（2021年 3）设 𝑨 = (𝜶1, 𝜶2, 𝜶3, 𝜶4) 为四阶正交矩阵，若矩阵 𝑩 = (

𝜶1
T

𝜶2
T

𝜶3
T

) ,𝜷 = (
1
1
1
) , 𝑘表示任

意常数，则线性方程组 𝑩𝒙 = 𝜷 的通解 𝒙 = (  ) ． 

A． 𝜶2 + 𝜶3 + 𝜶4 + 𝑘𝜶1 

B． 𝜶1 + 𝜶3 + 𝜶4 + 𝑘𝜶2 

C． 𝜶1 + 𝜶2 + 𝜶4 + 𝑘𝜶3 

D． 𝜶1 + 𝜶2 + 𝜶3 + 𝑘𝜶4 

𝑩𝒙 = 𝜷意味着 

(

𝜶1
T

𝜶2
T

𝜶3
T

)𝒙 = (
1
1
1
) 



𝑥此时相当于一个向量，该向量与𝜶𝟏、𝒂𝟐、𝒂𝟑点乘的结果是 1。而正交矩阵的特点就是列向量组成标

准正交基。 

答案：D 

题 3.7（2022年 2，3）设矩阵 𝑨 = (
1 1 1
1 𝑎 𝑎2

1 𝑏 𝑏2
) , 𝜷 = (

1
2
4
) ，则线性方程组 𝑨𝒙 = 𝜷 解的情况为（  ） 

A．无解 

B．有解 

C．有无穷多解或无解 

D．有唯一解或无解 

【考查点】克莱默法则+范德蒙德行列式。 

答案：D 

题 3.8（2025年 2）设矩阵 𝑨 = (𝜶1, 𝜶2, 𝜶3, 𝜶4) ，若 𝜶1, 𝜶2, 𝜶3 线性无关，且 𝜶1 + 𝜶2 = 𝜶3 + 𝜶4 ，

则方程组 𝑨𝒙 = 𝜶1 + 4𝜶4 的通解为 𝒙 = 

𝑨𝒙 = 𝜶1 + 4𝜶4 

(𝑥1 − 1)𝜶1 + 𝑥2𝜶2 + 𝑥3𝜶3 + (𝑥4 − 4)𝜶4 = 0 

将𝜶4 = 𝜶1 + 𝜶2 − 𝜶3代入可得： 

(𝑥1 − 1)𝜶1 + 𝑥2𝜶2 + 𝑥3𝜶3 + (𝑥4 − 4)(𝜶1 + 𝜶2 − 𝜶3) = 0 

(𝑥1 − 1 + 𝑥4 − 4)𝜶1 + (𝑥2 + 𝑥4 − 4)𝜶2 + (𝑥3 − 𝑥4 + 4)𝜶3 = 0 

 

答案：(𝑘 + 1, 𝑘, 𝑘, −𝑘 + 4)⊤ 

题 3.9（2025年 3）设矩阵  的秩为 2 ． 

（1）求  的值； 

（2）求  的列向量中的一个极大线性无关组  ，并求矩阵  ，使得  ，其中 

. 

4 特征值与特征向量 

题 4.1（2025年 1）设矩阵  ，已知 1 是  的特征多项式的重根． 

（1）求  的值； 

（2）求所有满足  的非零列向量  ． 

【答案】（1）𝑎 = 3 

（2） ，第二条方程减去两倍的第一条方程，则得到： 



 

题 4.2（2024 年 1）设𝑨是秩为 2 的三阶矩阵，𝜶是满足𝑨𝜶 = 0的非零向量，若对满足𝜷T𝜶 = 0的任

意向量𝜷，均有𝑨𝜷 = 𝜷，则（  ）． 

A．𝑨3的迹为 2 

B．𝑨3的迹为 5 

C．𝑨2的迹为 8 

D．𝑨2的迹为 9 

𝑨𝜷 = 𝜷说明 A 的特征值为 1，对应的特征向量为𝜷。𝑨是秩为 2 的三阶矩阵，说明 0 是𝐴的特征值是

1.满足𝜷T𝜶 = 0的任意向量𝜷，而后者是有 2维的，说明“1”是双重特征值（重根）。所以𝑨的 3个特

征值分别为 1,1,0. 

答案：A 

题 4.3（2021年 2,3）设矩阵 仅有两个不同的特征值，若 相似于对角矩阵，求 的

值，并求可逆矩阵 ，使 为对角矩阵． 

（1）𝑎 = 1, 𝑏 = 1, 𝑃 = [
−1 0 1
1 0 1
0 1 1

]； 

（2）𝑎 = −1, 𝑏 = 3, 𝑃 = [
1 0 −1
1 0 1
0 1 1

] 

题 4.4（2022年 1）下列各项中，是 可对角化的充分而非必要条件是 

A． 有 3个不同特征值 

B． 有 3个无关的特征向量 

C． 有 3个两两无关的特征向量 

D． 不同特征值对应的特征向量正交 

答案：A 

题 4.5（2022年 2，3）设𝑨为三阶矩阵，𝚲 = (
1 0 0
0 −1 0
0 0 0

)，则𝑨特征值为1,−1,0的充分必要条件是

（  ） 

A．存在可逆矩阵𝑷,𝑸，使得𝑨 = 𝑷𝚲𝑸 

B．存在可逆矩阵𝑷，使得𝑨 = 𝑷𝚲𝑷−1 

C．存在正交矩阵𝑸，使得𝑨 = 𝑸𝚲𝑸−1 

D．存在可逆矩阵𝑷，使得𝑨 = 𝑷𝚲𝑷T 

答案：B 

注意：特征值相同的，不一定就相似。 



题 4.6（2023年 1）下列矩阵中，不能相似于对角矩阵的是 

A．   B．  

C．   D．  

答案：D 

（A和 B可以快速排除：A有三个不同的特征值 123，而 B是实对称矩阵） 

题 4.7（2023年 2，3）设矩阵 满足对任意 均有 ． 

（1）求 ； 

（2）求可逆矩阵 与对角矩阵 ，使得 ． 

（1）  

（2）  

题  4.8 （ 2024 年 1 ） 已 知 数 列   满 足   且 

 记 𝜶𝑛 = (

𝑥𝑛
𝑦𝑛
𝑧𝑛
) ，写出满足 𝜶𝑛 = 𝑨𝜶𝑛−1 的矩阵 𝑨 ，并求 𝑨𝑛及 

𝑥𝑛, 𝑦𝑛, 𝑧𝑛(𝑛 = 1,2,⋯ ) ． 

 

  

题 4.9（2024年 2）设 𝑨,𝑩 为二阶矩阵，且 𝑨𝑩 = 𝑩𝑨 ，则“𝑨 有两个不相等的特征值”是“ 𝑩可

对角化”的（  ）． 

A．充分必要条件 

B．充分不必要条件 

C．必要不充分条件 

D．既不充分也不必要条件 



记住结论：如果两个矩阵 A 和 B 可交换 (AB = BA)，并且其中一个矩阵（比如 A）的特征值各不

相同，那么 A 和 B 拥有共同的特征向量。 

详细说明：设 𝑣 是 𝐴 的属于特征值 𝜆 的一个特征向量，即 𝐴𝑣 =  𝜆𝑣。 

我们来考察 𝐴(𝐵𝑣)： 

𝐴(𝐵𝑣)  =  (𝐴𝐵)𝑣 

因为 𝐴𝐵 =  𝐵𝐴，所以 (𝐴𝐵)𝑣 =  (𝐵𝐴)𝑣 =  𝐵(𝐴𝑣) 

因为 𝐴𝑣 =  𝜆𝑣，所以 𝐵(𝐴𝑣)  =  𝐵(𝜆𝑣)  =  𝜆(𝐵𝑣) 

综上，我们得到 𝐴(𝐵𝑣)  =  𝜆(𝐵𝑣)。这表明向量 𝐵𝑣 也是矩阵 𝐴 属于同一个特征值 𝜆 的特征向量（或

者 𝐵𝑣 是零向量）。 

由于 𝐴 的特征值 𝜆₁ 和 𝜆₂ 互不相等，其对应的特征空间都是一维的。这意味着任何属于 𝜆 的特征

向量都必须是 𝑣 的常数倍。 

因此，𝐵𝑣 必定是 𝑣 的一个常数倍。也就是说，存在一个标量 𝜇，使得 𝐵𝑣 =  𝜇𝑣。 

这就证明了 𝑣 不仅是 𝐴 的特征向量，同时也是 𝐵 的特征向量。 

 

而必要性不成立：举出反例，令 A 为单位矩阵 I，令 B 也为单位矩阵 I。 

答案：B 

题 4.10（2025年 3）设 𝑨 为三阶矩阵，则 𝑨3 − 𝑨2 可对角化是 𝑨 可对角化的 

（ ）． 

A．充分但不必要条件 

B．必要但不充分条件 

C．充分必要条件 

D．既不充分也不必要条件 

答案：B 

证明必要性： 

𝐵 =  𝐴³ −  𝐴² =  𝑃 𝐷³ 𝑃⁻¹ −  𝑃 𝐷² 𝑃⁻¹ 

𝐵 =  𝑃 (𝐷³ −  𝐷²) 𝑃⁻¹ 

由于 𝐷 是一个对角矩阵，𝐷² 和 𝐷³ 也都是对角矩阵。 

𝐷² =  𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆₁², 𝜆₂², 𝜆₃²) 

𝐷³ =  𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆₁³, 𝜆₂³, 𝜆₃³) 

因此，𝐷³ −  𝐷² 也是一个对角矩阵： 

𝐷³ −  𝐷² =  𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆₁³ − 𝜆₁², 𝜆₂³ − 𝜆₂², 𝜆₃³ − 𝜆₃³) 

根据可对角化的定义，这表明矩阵 B = A³ - A² 是可对角化的。 

 

***充分性：举反例 

 

A不可对角化。 

A³-A² = A³-A² = 0（零矩阵）零矩阵显然可对角化。 

 

题 4.11（2021年 1）已知 𝜶1 = (
1
0
1
) , 𝜶2 = (

1
2
1
) , 𝜶3 = (

3
1
2
) , 𝜷1 = 𝜶1, 𝜷2 = 𝜶2 − 𝑘𝜷1, 𝜷3 = 𝜶3 −𝑙1𝜷1 −

𝑙2𝜷2 ，若 𝜷1, 𝜷2, 𝜷3 两两正交，则 𝑙1, 𝑙2 依次为 （ ）． 

 



A．
5

2
,
1

2
 

B．−
5

2
,
1

2
 

C．
5

2
, −

1

2
 

D．−
5

2
, −

1

2
 

答案：A 

【考查点】施密特正交化 

题 4.12（2025年 2）设矩阵 (
1 2 0
2 𝑎 0
0 0 𝑏

) 有一个正特征值和两个负特征值，则（  ） 

A．𝑎 > 4, 𝑏 > 0 

B．𝑎 < 4, 𝑏 > 0 

C．𝑎 > 4, 𝑏 < 0 

D．𝑎 < 4, 𝑏 < 0 

答案：D 

5 二次型 

题 5.1（2021年 1，2，3）二次型 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (𝑥1 + 𝑥2)
2 + (𝑥2 + 𝑥3)

2 − (𝑥3 − 𝑥1)
2 的正惯性指数

与负惯性指数依次为（  ）． 

A． 2,0 

B． 1,1 

C． 2,1 

D． 1,2 

答案：B 

拆开括号，重新配方。 

题 5.2（2022年 1）设二次型 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = ∑ ∑ 𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗
3
𝑗=1

3
𝑖=1  ． 

（1）求二次型 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) 对应矩阵； 

（2）求正交矩阵 𝑄 ，使得二次型经正交变换 𝑥 = 𝑄𝑦 化为标准形； 

（3）求 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 0 的解． 

答案：（1）[
1 2 3
2 4 6
3 6 9

] 

（2）特征值为 0，0，14 

特征向量（标准正交化）后形成的矩阵为  

令𝑥 = 𝑄𝑦，将得到： 



∑∑𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗

3

𝑗=1

3

𝑖=1

= 0𝑦1
2 + 0𝑦2

2 + 14𝑦3
2 

（3） 

根据题目条件可知𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 0即𝑦3 = 0， 

而𝑦 = 𝑄−1𝑥 = 𝑄𝑇𝑥，所以有： 

𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3 = 0 

题 5.3（2022年 2，3）已知二次型 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 3𝑥1
2 + 4𝑥2

2 + 3𝑥3
2 + 2𝑥1𝑥3 ． 

（1）求正交变换 𝒙 = 𝑸𝒚 将 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) 化为标准形； 

（2）证明： min
𝑓(𝒙)

𝒙T𝒙
= 2 ． 

（1） 

求出特征值分别为 4，4，2.对应的特征向量（标准正交化）组成的矩阵为 

𝑄 =

[
 
 
 
 √2

2
0 −

√2

2
0 1 0

√2

2
0

√2

2 ]
 
 
 
 

 

标准型的结果为： 

3𝑥1
2 + 4𝑥2

2 + 3𝑥3
2 + 2𝑥1𝑥3 = 4𝑦1

2 + 4𝑦2
2 + 2𝑦3

2 

（2） 

 

𝑓(𝒙)

𝒙T𝒙
=

4𝑦1
2 + 4𝑦2

2 + 2𝑦3
2

(
√2
2 𝑦1 −

√2
2 𝑦3)

2

+ 𝑦2
2 + (

√2
2 𝑦1 −

√2
2 𝑦3)

2 =
4𝑦1

2 + 4𝑦2
2 + 2𝑦3

2

𝑦1
2 + 𝑦2

2 + 𝑦3
2 ≤

2𝑦1
2 + 2𝑦2

2 + 2𝑦3
2

𝑦1
2 + 𝑦2

2 + 𝑦3
2 = 2 

瑞利商定理
𝑓(𝒙)

𝒙T𝒙
： 

瑞利商的最小值等于 𝑨 的最小特征值，且在对应特征向量处取得； 

瑞利商的最大值等于 𝑨  的最大特征值，且在对应特征向量处取得。 

题 5.4（2021年 1）已知 𝑨 = (
𝑎 1 −1
1 𝑎 −1
−1 −1 𝑎

) ． 

（1）求正交矩阵 𝑷 ，使得 𝑷T𝑨𝑷 为对角矩阵； 

（2）求正定矩阵 𝑪 ，使得 𝑪2 = (𝑎 + 3)𝑬 − 𝑨 ． 

（1）求特征值 

|𝐴 − 𝜆𝐸| = (𝑎 − 𝜆 − 1)[(𝑎 − 𝜆)2 + (𝑎 − 𝜆) − 2] 

𝜆1 = 𝜆2 = 𝑎 − 1, 𝜆2 = 𝑎 + 2 

特征向量为：①𝜆1 = 𝜆2 = 𝑎 − 1 

𝑥 = 𝑘1 [
−1
1
0
] + 𝑘2 [

1
0
1
] 

利用施密特正交化，构建正交的、长度为 1的特征向量： 



𝜉1 =

[
 
 
 
 −
√2

2

√2

2
0 ]
 
 
 
 

,   𝜉2 =

[
 
 
 
 
 
 √6

6

√6

6

√6

3 ]
 
 
 
 
 
 

 

②𝜆2 = 𝑎 + 2 

取单位向量，为 

𝜉3 =

[
 
 
 
 
 
 −
√3

3

−
√3

3

√3

3 ]
 
 
 
 
 
 

 

所以 

𝑷 =

[
 
 
 
 
 
 −
√2

2

√6

6
−
√3

3

√2

2

√6

6
−
√3

3

0
√6

3

√3

3 ]
 
 
 
 
 
 

 

（2）根据特征值的计算特点，“(𝑎 + 3)𝑬 − 𝑨”的特征值为 

𝜆1 = 𝜆2 = 4, 𝜆2 = 1 

于是有： 

(𝑎 + 3)𝑬 − 𝑨 = 𝑷 [
4 0 0
0 4 0
0 0 1

]𝑷−𝟏 

根据题意 

𝑪2 = (𝑎 + 3)𝑬 − 𝑨 

所以有： 

𝑪 = 𝑷 [
±2 0 0
0 ±2 0
0 0 1

]𝑷−𝟏 

由于𝐶是正定矩阵，所以只取： 

𝑪 = 𝑷 [
2 0 0
0 2 0
0 0 1

]𝑷−𝟏 

 

【思路解析】对于𝐴 = 𝐵𝑘的问题，已知𝐴而求𝐵，可以看作： 

𝐴 = 𝑃𝐷𝑃−1 

𝐵𝑘 = 𝑃𝐷𝑃−1 

𝐵𝑘 = (𝑃√𝐷
𝑘
𝑃−1)(𝑃√𝐷

𝑘
𝑃−1)⋯ (𝑃√𝐷

𝑘
𝑃−1) 

题 5.5（2024年 3）已知  经正交变换化为  ，则二次型对应的

矩阵  的行列式和迹分别为（  ）． 



A．−6,−2 

B． 6, −2 

C．−6,2 

D． 6,2 

答案：C 

题 5.6（2023年 1）已知二次型 

𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1
2 + 2𝑥2

2 + 2𝑥3
2 + 2𝑥1𝑥2 − 2𝑥1𝑥3

𝑔(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) = 𝑦1
2 + 𝑦2

2 + 𝑦3
2 + 2𝑦2𝑦3

 

（1）求可逆变换 𝒙 = 𝑷𝒚 将 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) 化成 𝑔(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) ； 

（2）是否存在正交变换 𝒙 = 𝑸𝒚 将 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) 化成 𝑔(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) ？ 

（1）简便做法： 

𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1
2 + 2𝑥2

2 + 2𝑥3
2 + 2𝑥1𝑥2 − 2𝑥1𝑥3 = (𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3)

2 + 𝑥2
2 + 𝑥3

2 + 2𝑥2𝑥3 

𝑔(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) = 𝑦1
2 + 𝑦2

2 + 𝑦3
2 + 2𝑦2𝑦3 

𝑦1 = 𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 

𝑦2 = 𝑥2 

𝑦3 = 𝑥3 

（最后记得论证该变换是可逆的）。 

（2）这意味着𝐴与𝐵相似，而相似的必要条件是两者特征值对应相等。而两者的迹不同，则必然特征

值不会相同。 

题 5.7（2023年 2，3）二次型  的规范形为（  ）。 

A．  

B．  

C．  

D．  

B 

注意学习规范型与标准型的区别。 

题 5.8（2025年 2）已知矩阵 与 合同． 

（1）求 𝑎 的值及 𝑘 的取值范围； 

（2）若存在正交矩阵 𝑸 ，使得 𝑸T𝑨𝑸 = 𝑩 ．求 𝑘 及 𝑸 ． 

（1）合同：充要条件是两者的正惯性、负惯性指数相同。从 B中观察到，它的特征值为 0，6，𝑘. 

矩阵𝐴行列式为 0（或者说不满秩），可得𝑎 = 4。进而得出𝐴的特征值为 0，3，6。需要𝑘 > 0。 

（2）𝑸T𝑨𝑸 = 𝑩也意味着𝑸−1𝑨𝑸 = 𝑩（正交矩阵 𝑸），所以𝐴、𝐵相似。𝒌 = 𝟑。 

题 5.9（2025年 1）二次型 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1
2 + 2𝑥1𝑥2 + 2𝑥1𝑥3 的正惯性指数为 ． 

A． 0 

B． 1 

C． 2 

D． 3 



答案：B 

题 5.10（2025年 3）设矩阵 𝑨 = (
1 2
−2 −𝑎

) ,𝑩 = (
1 0
1 𝑎

) ，若 𝑓(𝑥, 𝑦) = |𝑥𝑨 + 𝑦𝑩| 是正定二次型，

则 𝑎 的取值范围是（  ）． 

A．(0,2 − √3) 

B．(2 − √3, 2 + √3) 

C．(2 + √3, 4) 

D．(0,4) 

答案：B 

判断正定的方案： 

（1）特征值为正 

（2）配方法进行观察 

（3）顺序主子式均为正 

题 5.11（2024年 2 12 分）已知  的解均为  的解，但 

 与  不同解． 

（1）求  的值； 

（2）求正交变换  ，使  为标准形． 

（1）从题目信息得出： 的解是 解的真子集。B的秩小于 A的秩，进而有𝑏 = 2，并且 

解为： 

𝑥 = 𝑘1 [
−1
1
0
] + 𝑘2 [

−2
0
1
] 

而 的解是： 

𝑥 = 𝑘3 [
−1
−𝑎
1
] 

也就意味着存在恰当的系数，使得： 

[
−1
−𝑎
1
] = 𝑘1 [

−1
1
0
] + 𝑘2 [

−2
0
1
] 

解得： 

𝑎 = 1 



（2）𝑄 =

[
 
 
 
 
√6

6
−
√2

2
−
√3

3

√6

6

√2

2
−
√3

3

√6

3
0

√3

3 ]
 
 
 
 

 

***题 5.12（2024 年 1）设实矩阵  ，若对任意实向量  ， 

 都成立，则  的取值范围_______. 

答案：  ． 


