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级数的定义：∑  ∞
𝑛=1 𝑢𝑛 = lim

𝑛→∞
 𝑆𝑛（𝑆𝑛 = 𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢𝑛为部分和），若极限存在

则级数收敛，否则发散。 

收敛级数的必要条件：若∑  ∞
𝑛=1 𝑢𝑛收敛，则 lim

𝑛→∞
 𝑢𝑛 = 0；逆命题不成立（如调和级

数∑  ∞
𝑛=1

1

𝑛
, lim
𝑛→∞

 
1

𝑛
= 0但级数发散）。 

基本性质： 

（1）线性性质：若∑𝑢𝑛收敛于𝑆, ∑𝑣𝑛收敛于𝑇，则∑(𝑎𝑢𝑛 + 𝑏𝑣𝑛)收敛于𝑎𝑆 +

𝑏𝑇(𝑎, 𝑏为常数）；若一个收敛、一个发散，则∑(𝑎𝑢𝑛 + 𝑏𝑣𝑛)必发散。 

（2）敛散性与有限项无关：改变级数的有限项，不改变其敛散性。 

 

级数∑  ∞
𝑛=1 𝑢𝑛中，如果满足𝑢𝑛 > 0，则该级数为正项级数。 

常见的基本正项级数： 

（1）等比级数：∑ 𝑎0𝑞
𝑛∞

𝑛=0 (𝑎0 > 0, 𝑞 > 0)，收敛条件0 < 𝑞 < 1 

（2）调和级数（发散）：∑
1

𝑛
∞
𝑛=1 =

1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

4
+⋯ 

（3）p级数：∑
1

𝑛𝑝
∞
𝑛=1 ，当𝑝 > 1时收敛，当𝑝 ⩽ 1时发散（调和级数属于𝑝 = 1时

的𝑝级数）。 

图解 p级数的收敛/发散： 

数项级数

正项级数

核心成员
𝑃级数

几何级数（等比级数）

判敛法

比较审敛法
不等式形式

极限形式
比值审敛法

根植审敛法

积分审敛法

任意项级数

交错级数 莱布尼茨法则

收敛性
绝对收敛

条件收敛

幂级数

阿贝尔定理

收敛半径 / 收敛区间 / 收敛域

泰勒级数 和函数

傅里叶级数（仅数一）
傅里叶展开公式

收敛定理
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对于正项级数的敛散性，存在以下判定方法： 

判别法 核心公式／条件 适用场景 

比较判别法 

（不等式形式） 

若0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 𝑣𝑛： 

1．若∑𝑣𝑛收敛，则∑𝑢𝑛收敛； 

2．若∑𝑢𝑛发散，则∑𝑣𝑛发散。 

已知敛散性的基本级数（如𝑝

级数、等比级数）与未知级数

比较。比如∑ sin (
1

𝑛2
)

∞

𝑛=0
。 

比较判别法 

（极限形式） 

若lim𝑛→∞  
𝑢𝑛

𝑣𝑛
= 𝑙(𝑣𝑛 > 0)： 

1．若0 < 𝑙 < +∞，则∑𝑢𝑛与∑𝑣𝑛同敛散； 

2．若𝑙 = 0, ∑𝑣𝑛收敛则∑𝑢𝑛收敛； 

3．若𝑙 = +∞,∑𝑣𝑛发散则∑𝑢𝑛发散。 

无法直接比较𝑢𝑛与𝑣𝑛，但可通

过＂极限＂判断两者＂等价

或同阶＂。 

比 如 ∑
𝑛2+2𝑛+3

𝑛3+1

∞

𝑛=0
、

∑ ln (1 +
1

𝑛
) tan (

1

𝑛
)

∞

𝑛=0
 

比值判别法 

（达朗贝尔） 

若lim𝑛→∞  
𝑢𝑛+1

𝑢𝑛
= 𝜌： 

1．若𝜌 < 1，收敛； 

2．若𝜌 > 1（或𝜌 = +∞），发散； 

3．若𝜌 = 1，判别法失效（需换其他方法）。 

𝑢𝑛含＂阶乘＂(𝑛!)、＂指数＂

(𝑎𝑛)等形式（如∑
𝑛!

𝑛𝑛
）。 
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根值判别法 

（柯西） 

若lim𝑛→∞   √𝑢𝑛
𝑛 = 𝜌： 

1．若𝜌 < 1，收敛； 

2．若𝜌 > 1（或𝜌 = +∞），发散； 

3．若𝜌 = 1，判别法失效。 

𝑢𝑛含𝑛次幂（如∑(
𝑛

2𝑛+1
)
𝑛

）。 

积分判别法 

若𝑢𝑛 = 𝑓(𝑛), 𝑓(𝑥)在[1, +∞)上非负、连续、单调

递减，则∑
𝑛=1

∞
 𝑢𝑛与∫

1

+∞
 𝑓(𝑥)𝑑𝑥同敛散。 

𝑢𝑛对应函数𝑓(𝑥)容易算出积

分 （ 如 ∑
1

𝑛ln⁡ 𝑛
， 积 分

∫
1

+∞
 

1

𝑥ln⁡ 𝑥
𝑑𝑥发散）。 

特别注意：∑  ∞
𝑛=1 𝑢𝑛中如果𝑢𝑛 < 0，可改写为−∑  ∞

𝑛=1 (−𝑢𝑛)，进而按照正项级数

进行判敛。 

 

【例题 11.1.1基础题】判定下列级数是否收敛： 

（1）       （2）  

（3）   （4）  

（5）      （6）  

（7）    （8）  

解：（1）方法一，比值审敛法： 

在∑ 3𝑛sin
𝜋

4𝑛
∞
𝑛=1 中，𝑢𝑛+1 = 3𝑛+1sin

𝜋

4𝑛+1
，𝑢𝑛 = 3𝑛sin

𝜋

4𝑛
，则 

lim
𝑛→∞

𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

= lim
𝑛→∞

3𝑛+1sin
𝜋

4𝑛+1

3𝑛sin
𝜋
4𝑛

= lim
𝑛→∞

3

𝜋
4𝑛+1
𝜋
4𝑛

=
3

4
< 1 

则根据比值审敛法可知原级数收敛。 

方法二，比较审敛法（放缩形式）： 

∑3𝑛sin
𝜋

4𝑛

∞

𝑛=1

< ∑3𝑛(
𝜋

4𝑛
)

∞

𝑛=1

 

后者是收敛的等比级数，所以原级数收敛。 

方法三，比较审敛法（极限形式）： 

lim
𝑛→∞

3𝑛sin
𝜋
4𝑛

3𝑛 ⋅
𝜋
4𝑛

= 1 
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所以∑ 3𝑛sin
𝜋

4𝑛
∞
𝑛=1 与∑ 3𝑛(

𝜋

4𝑛
)∞

𝑛=1 具有相同的敛散性，后者收敛，所以原级数收

敛。 

 

（2）在∑
1

(𝑛−1)!
∞
𝑛=1 中，𝑢𝑛+1 =

1

𝑛!
，𝑢𝑛 =

1

(𝑛−1)!
，于是 

lim
𝑛→∞

𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

= lim
𝑛→∞

1
𝑛!
1

(𝑛 − 1)!

= lim
𝑛→∞

1

𝑛
= 0 < 1 

根据比值审敛法可知原级数收敛。 

（3）基于极限审敛法，可以先判断 lim
𝑛→∞

√𝑛 + 1(1 − cos
1

𝑛
) = lim

𝑛→∞

√𝑛+1

2𝑛2
= lim

𝑛→∞

√1+
1

𝑛

2𝑛
3
2

 

所以 lim
𝑛→∞

𝑛
3

2 ⋅
√1+

1

𝑛

2𝑛
3
2

= lim
𝑛→∞

√1+
1

𝑛

2
=

1

2
，其中

3

2
> 1，原级数收敛。 

也可用比较审敛法的极限形式：由于 lim
𝑛→∞

√𝑛+1(1−cos
1

𝑛
)

(
1

𝑛
)

3
2

=
1

2
 

故而∑ √𝑛 + 1(1 − cos
1

𝑛
)∞

𝑛=1 与∑ (
1

𝑛
)

3

2∞
𝑛=1 具有相同的敛散性，后者是𝑝 =

3

2
的 p级

数，从而收敛。 

 

（4）可以根据函数的基本特点可知，ln(1 + 𝑥) < 𝑥，所以： 

∑
1

ln(𝑛 + 1)

∞

𝑛=1

=
1

ln2
+

1

ln3
+

1

ln4
+⋯

1

ln(𝑛 + 1)
+ ⋯ >

1

1
+
1

2
+
1

3
+⋯ 

该级数大于调和级数，由比较审敛法可知它是发散的。 

（5）根据比较审敛法的极限形式，可知该级数敛散性等同于∑
1

𝑛
∞
𝑛=1 ，所以发散。 

（6）利用积分审敛法， 的敛散性等同于如下广义积分的敛散性： 

 

该广义积分收敛，所以这个无穷级数也是收敛的。 

（7）方法一：可求和的表达式，将无穷项转为有限项， 

，因而收敛 

方法二：
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这等效于𝑝 =
3

2
的𝑝级数，因而收敛。 

（8）利用根值审敛法， 

 

因此该级数收敛。 

 

交错级数：形式为∑(−1)𝑛+1𝑢𝑛或∑(−1)𝑛𝑢𝑛, 𝑢𝑛 > 0，为交错级数。 

莱布尼茨判别法：若交错级数∑(−1)𝑛+1𝑢𝑛满足： 

1．𝑢𝑛单调递减(𝑢𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛, 𝑛充分大时成立即可）； 

2．lim𝑛→∞  𝑢𝑛 = 0； 

则级数收敛，且其和𝑆 ≤ 𝑢1，余项|𝑟𝑛| ≤ 𝑢𝑛+1。 

 

任意项级数（𝑢𝑛可正可负可零）的敛散性与绝对收敛、条件收敛 

－绝对收敛与条件收敛的定义： 

1．若∑|𝑢𝑛|收敛，则∑𝑢𝑛绝对收敛； 

2．若∑𝑢𝑛收敛，但∑|𝑢𝑛|发散，则∑𝑢𝑛条件收敛。 

核心结论：绝对收敛的级数必收敛。 

 

判别步骤（任意项级数敛散性判断的标准流程）： 

1．先判断∑|𝑢𝑛|的敛散性（用正项级数判别法）：若收敛，则∑𝑢𝑛绝对收敛； 

2．若∑|𝑢𝑛|发散，再判断∑𝑢𝑛本身是否收敛（若为交错级数用莱布尼茨判别法，

否则用＂部分和极限＂或＂级数性质＂）：若收敛，则为条件收敛；若发散，则

∑𝑢𝑛发散。 

【例题 .2基础题】判断下列级数收敛情况，如果是收敛的，需要判断是绝对收

敛还是条件收敛： 

（1）  

（2）  

（3）  

解：（1）𝑢𝑛 =
1

√𝑛
，满足 lim

𝑛→∞
𝑢𝑛 = 0，𝑢𝑛+1 < 𝑢𝑛，故该级数收敛； 

取绝对值级数，1 +
1

√2
+

1

√3
+

1

√4
⋯+

1

√𝑛
+⋯是𝑝 =

1

2
的𝑝级数，发散。所以原级数

条件收敛。 

（2）𝑢𝑛 =
1

3⋅2𝑛
，满足 lim

𝑛→∞
𝑢𝑛 = 0，𝑢𝑛+1 < 𝑢𝑛，故该级数收敛； 
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取绝对值级数， lim
𝑛→∞

1

3
⋅
1

2
+

1

3
⋅
1

22
+

1

3
⋅
1

23
+⋯+

1

3
⋅
1

2𝑛
=

1

3
，原级数属于绝对收敛。 

（3）需要注意，该级数虽属于交错级数，且通项绝对值趋于 0，但是不满足莱布

尼茨判敛条件当中的逐项递减： 

1°𝑛是奇数，则第𝑛项的绝对值为 

 

第(𝑛 + 1)项的绝对值为 

 

第(𝑛 + 1)项绝对值小于第𝑛项的绝对值。 

2°𝑛是偶数，则第𝑛项的绝对值为 

 

第(𝑛 + 1)项的绝对值为 

 

此时第(𝑛 + 1)项绝对值大于第𝑛项的绝对值。不满足判定的充分条件。 

可以考虑将原级数利用泰勒展开进行思考： 

 

其中第二部分属于发散的调和级数，而其他部分均收敛，所以原级数发散。 

 

两个级数之间的关联： 

1.⁡ 如果∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1 和∑ 𝑏𝑛

∞
𝑛=1 两个都是绝对收敛的，则∑ 𝑎𝑛 ± 𝑏𝑛

∞
𝑛=1 也是绝对收敛

的； 

2.⁡ 如果∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1 和∑ 𝑏𝑛

∞
𝑛=1 两个有一个绝对收敛、另一个条件收敛，则

∑ 𝑎𝑛 ± 𝑏𝑛
∞
𝑛=1 是条件收敛的； 

3.⁡ 如果∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1 和∑ 𝑏𝑛

∞
𝑛=1 两个有一个收敛、另一个发散，则∑ 𝑎𝑛 ± 𝑏𝑛

∞
𝑛=1 是发散

的。 

4.⁡ 如果∑ (𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)
∞
𝑛=1 是收敛的，并且𝑎𝑛和𝑏𝑛同为正或同为负，则∑ 𝑎𝑛

∞
𝑛=1 和

∑ 𝑏𝑛
∞
𝑛=1 各自收敛。 

注意： 

∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1 和∑ 𝑏𝑛

∞
𝑛=1 两个都条件收敛，则∑ 𝑎𝑛 ± 𝑏𝑛

∞
𝑛=1 不一定绝对收敛或条件收敛。 

∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1 和∑ 𝑏𝑛

∞
𝑛=1 两个都发散，则∑ 𝑎𝑛 ± 𝑏𝑛

∞
𝑛=1 不一定收敛或发散。 

∑ (𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)
∞
𝑛=1 是收敛的，则∑ 𝑎𝑛

∞
𝑛=1 和∑ 𝑏𝑛

∞
𝑛=1 不一定各自收敛。 

 

例 1： 。 



   

7 

 

例 2： 。 

 

级数内部运算规律：收敛就可结合；绝对收敛可交换。 

一、正项级数（或者绝对收敛）：如果正项级数 是收敛的 

·结合律：⁡ 也收敛； 

·交换律：任意顺序重排，都不影响其和。 

 

二：条件收敛：如果任意项级数 是条件收敛的（即 是发散的） 

结合律： 也收敛； 

不满足交换律：重排顺序后可能影响敛散性。 

【例题 11.1.3基础题】若级数∑ (𝑢2𝑛−1 + 𝑢2𝑛)
∞
𝑛=1 收敛，则： 

A. ∑ 𝑢𝑛
∞
𝑛=1 必收敛   B. ∑ 𝑢𝑛

∞
𝑛=1 不一定收敛 

C. lim
𝑛→∞

𝑢𝑛 = 0    D. 𝑢𝑛发散 

答案：B 

解析：相关反例：𝑢𝑛 = (−1)𝑛 

 

【例题 11.1.4基础题】若级数∑ 𝑢𝑛
∞
𝑛=1 收敛，则： 

A. ∑ |𝑢𝑛|
∞
𝑛=1 收敛   B. ∑ (−1)𝑛𝑢𝑛

∞
𝑛=1 收敛 

C. ∑ 𝑢𝑛 ⋅ 𝑢𝑛+1
∞
𝑛=1 收敛  D. ∑

𝑢𝑛+𝑢𝑛+1

2
∞
𝑛=1 收敛 

答案：D  

解析：因为 ∑
𝑢𝑛+𝑢𝑛+1

2
∞
𝑛=1 = ∑

𝑢𝑛

2
∞
𝑛=1 + ∑

𝑢𝑛+1

2
∞
𝑛=1  

 

【例题 11.1.5基础题】（2011 数学三）下列命题正确的是： 

A. 若∑ 𝑢𝑛
∞
𝑛=1 收敛，则∑ (𝑢2𝑛−1 + 𝑢2𝑛)

∞
𝑛=1 收敛 

B. 若∑ (𝑢2𝑛−1 + 𝑢2𝑛)
∞
𝑛=1 收敛，则∑ 𝑢𝑛

∞
𝑛=1 收敛 

C. 若∑ 𝑢𝑛
∞
𝑛=1 收敛，则∑ (𝑢2𝑛−1 − 𝑢2𝑛)

∞
𝑛=1 收敛 

D. 若∑ (𝑢2𝑛−1 − 𝑢2𝑛)
∞
𝑛=1 收敛，则∑ 𝑢𝑛

∞
𝑛=1 收敛 

答案：A 

解析：按照结合律、拆分律的特征即可明确。 

 

【例题 11.1.6基础题】（2016 数学三）级数∑ (
1

√𝑛
−

1

√𝑛+1
) sin(𝑛 + 𝑘)∞

𝑛=1  （𝑘为

常数） ______ 
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A. 绝对收敛 

B. 条件收敛 

C. 发散 

D. 收敛性与𝑘有关 

答案：A. 

当我们遇到sin∞这类既非无穷大又不是无穷小的量时，应当及时采取放缩策略将

其处理掉： 

|(
1

√𝑛
−

1

√𝑛 + 1
) sin(𝑛 + 𝑘)| ≤ |

1

√𝑛
−

1

√𝑛 + 1
| 

而后者对应的正项级数是收敛的，所以原式是绝对收敛的。 

【例题 11.1.7拔高题】（2025 数学一）已知级数（1）∑  ∞
𝑛=1 sin⁡

𝑛3𝜋

𝑛2+1
 ；（2）

∑  ∞
𝑛=1 (−1)

𝑛 [
1

√𝑛2
3 − tan⁡

1

√𝑛2
3 ] ，则 

A．（1）与（2）均条件收敛 

B．（1）条件收敛，（2）绝对收敛 

C．（1）绝对收敛，（2）条件收敛 

D．（1）与（2）均绝对收敛 

【答案】B 

【解析】首先判断级数（1）是否为绝对收敛： 

∑  

∞

𝑛=1

|sin
𝑛3𝜋

𝑛2 + 1
| 

其中|sin
𝑛3𝜋

𝑛2+1
| = |sin (

𝑛3𝜋

𝑛2+1
− 𝑛𝜋)| = |sin (

𝑛𝜋

𝑛2+1
)| = sin (

𝑛𝜋

𝑛2+1
) 

而通过比较审敛法的极限形式，可知∑  ∞
𝑛=1 sin (

𝑛𝜋

𝑛2+1
)的敛散性等价于∑  ∞

𝑛=1
1

𝑛
，而

后者是发散的，所以该级数不满足绝对收敛。而选项中没有涉及级数（1）的发

散，所以可以判断级数（1）是条件收敛的。 

判断级数（2）是否为绝对收敛： 

∑|(−1)𝑛 [
1

√𝑛2
3 − tan

1

√𝑛2
3 ]|

∞

𝑛=1

=∑(tan
1

√𝑛2
3 −

1

√𝑛2
3 )

∞

𝑛=1

 

根据泰勒展开可得： 

tan
1

√𝑛2
3 −

1

√𝑛2
3 =

1

3
(
1

√𝑛2
3 )

3

+
2

15
(
1

√𝑛2
3 )

5

+⋯ =
1

3𝑛2
+

2

15√𝑛10
3 +⋯ 

不难判断出，该级数绝对收敛。 

 

【例题 11.1.8拔高题】（2025 数学三）已知 𝑘 为常数，则级数 

∑  ∞
𝑛=1 (−1)

𝑛 [
1

𝑛
− ln (1 +

𝑘

𝑛2
)] (⁡⁡⁡⁡⁡) ． 

A．绝对收敛 

B．条件收敛 

C．发散 
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D．敛散性与 𝑘 的取值有关 

【答案】B 

【解析】根据泰勒展开公式，可得： 

ln (1 +
𝑘

𝑛2
) =

𝑘

𝑛2
−

𝑘2

2𝑛4
+

𝑘3

3𝑛6
+⋯ 

∑ 

∞

𝑛=1

(−1)𝑛 [
1

𝑛
− ln (1 +

𝑘

𝑛2
)] =∑[(−1)𝑛

1

𝑛
− (−1)𝑛 ln (1 +

𝑘

𝑛2
)]

∞

𝑛=1

 

该级数由一个条件收敛级数和一个绝对收敛级数相加组成，根据结论，可知该级

数条件收敛。与𝑘取值无关。 

【例题 11.1.9拔高题】（2023 数学一/数学三）已知 𝑎𝑛 < 𝑏𝑛(𝑛 = 1,2,⋯ ) ，若

级数 ∑  ∞
𝑛=1 𝑎𝑛 与 ∑  ∞

𝑛=1 𝑏𝑛 均收敛，则 ∑  ∞
𝑛=1 𝑎𝑛 绝对收敛是 ∑  ∞

𝑛=1 𝑏𝑛 绝对收敛

的（ ）． 

A．充分必要条件 

B．充分不必要条件 

C．必要不充分条件 

D．既不充分也不必要条件 

【答案】A 

【解析】本题需要利用一个绝对值不等式（这就是本题的难点）： 

|𝑏𝑛| ≤ |𝑏𝑛 − 𝑎𝑛| + |𝑎𝑛| 

可验证充分性（ ∑  ∞
𝑛=1 𝑎𝑛 绝对收敛推得 ∑  ∞

𝑛=1 𝑏𝑛 绝对收敛）： 

由于𝑎𝑛 < 𝑏𝑛，∑  ∞
𝑛=1 (𝑏𝑛 − 𝑎𝑛)是正项级数，并且根据收敛级数的线性性质，可

知： ∑  ∞
𝑛=1 𝑎𝑛 与 ∑  ∞

𝑛=1 𝑏𝑛 均收敛，所以∑  ∞
𝑛=1 (𝑏𝑛 − 𝑎𝑛)也是收敛的。如果

∑  ∞
𝑛=1 |𝑎𝑛|收敛，则有∑  ∞

𝑛=1 |𝑏𝑛 − 𝑎𝑛| + |𝑎𝑛|是收敛的。根据比较审敛法，得出

∑  ∞
𝑛=1 |𝑏𝑛|收敛。 

同理，可验证必要性（ ∑  ∞
𝑛=1 𝑏𝑛 绝对收敛推得 ∑  ∞

𝑛=1 𝑎𝑛 绝对收敛），利用如下

不等式： 

|𝑎𝑛| ≤ |𝑎𝑛 − 𝑏𝑛| + |𝑏𝑛| 

 

 

幂级数形式为： 

∑𝑎𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

= 𝑎0 + 𝑎1𝑥
1 + 𝑎2𝑥

2 + 𝑎3𝑥
3 +⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛 +⋯ 

阿贝尔定理：对于幂级数∑ 𝑎𝑛𝑥
𝑛∞

𝑛=1 当𝑥 = 𝑥0时收敛，那么当|𝑥| < |𝑥0|时该级数一

定是绝对收敛的；反之当𝑥 = 𝑥0时发散，那么当|𝑥| > |𝑥0|时该级数一定是发散

的。 

阿贝尔定理的解读：幂级数收敛对应的开区间应是关于 0点对称的，而在区间的

边界上则有可能出现绝对收敛、条件收敛、发散。 

定义幂级数的收敛半径为𝑅(𝑅 ⩾ 0)，即意味着当𝑥 ∈ (−𝑅, 𝑅)时，该幂级数收敛。 

（当𝑅 = 0时，说明该幂级数只有𝑥 = 0时才能收敛；当𝑅 = +∞时，说明该幂级

数不论𝑥取任意实数，都能收敛。） 
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幂级数的收敛域与收敛半径 

收敛半径的定义： 

对幂级数∑𝑎𝑛𝑥
𝑛，存在唯一的𝑅 ∈ [0,+∞]，使得： 

∘当|𝑥| < 𝑅时，级数绝对收敛； 

∘当|𝑥| > 𝑅时，级数发散； 

∘当𝑥 = ±𝑅时，级数敛散性需单独判断（收敛域的端点）。 

𝑅称为收敛半径，收敛域为(−𝑅, 𝑅)加上收敛的端点（可能为空集、单端点、双端

点）。 

 

收敛半径的计算方法（核心公式）： 

设 lim
𝑛→∞

  |
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
| = 𝜌（比值法）或 lim

𝑛→∞
  √|𝑎𝑛|
𝑛

= 𝜌（根值法），则： 

∘若0 < 𝜌 < +∞，则𝑅 =
1

𝜌
； 

∘若𝜌 = 0，则𝑅 = +∞（收敛域为ℝ）； 

∘若𝜌 = +∞，则𝑅 = 0（仅在𝑥 = 0处收敛）。 

 

收敛域的求解步骤： 

1．计算收敛半径𝑅（用比值法或根值法）； 

2．分别判断𝑥 = 𝑅和𝑥 = −𝑅处级数的敛散性（代入数值，用数项级数判别）； 

3．综合端点敛散性，写出收敛域（如[−𝑅, 𝑅)、(−𝑅, 𝑅]、[−𝑅, 𝑅]或{0}）。 

【例题 11.2.1基础题】求幂级数∑
3𝑛

𝑛
𝑥𝑛∞

𝑛=1 的收敛域。 

答案：首先求收敛半径，列出极限： 

lim
𝑛→+∞

3𝑛+1

𝑛 + 1
3𝑛

𝑛

= lim
𝑛→+∞

3
𝑛

𝑛 + 1
= 3 
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可知收敛半径为
1

3
，收敛区间为(−

1

3
,
1

3
)。接下来分析𝑥 = −

1

3
和𝑥 =

1

3
时该级数是否

收敛： 

当𝑥 = −
1

3
时，代入级数可得数项级数：∑

(−1)𝑛

𝑛
∞
𝑛=1 ，该级数属于交错级数，根据莱

布尼茨定理可知它是收敛的； 

当𝑥 =
1

3
时，代入级数可得数项级数：∑

1

𝑛
∞
𝑛=1 ，该级数属于𝑝 = 1的𝑃级数，是发散

的。 

综上所述，该幂级数的收敛域为[−
1

3
,
1

3
)。 

 

【例题 11.2.2基础题】求幂级数∑
1

4𝑛
𝑥2𝑛∞

𝑛=1 的收敛域。 

答案：本幂级数出现一个较为明显的特征：𝑥的指数只有偶数次。像这种类型（𝒙

的指数不连贯）需要按照特殊方法进行处理： 

该级数的第𝑛项记为： 

𝑢𝑛 =
1

4𝑛
𝑥2𝑛 

第(𝑛 + 1)项记为： 

𝑢𝑛+1 =
1

4𝑛+1
𝑥2𝑛+2 

如果使该级数收敛，则应该成立以下不等式： 

lim
𝑛→+∞

|
𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

| < 1 

于是可推得： 

𝑥2 < 4 

进而有： 

−2 < 𝑥 < 2 

所以该幂级数的收敛半径为 2，收敛区间为(−2,2)。而当𝑥 = −2或𝑥 = 2时，该幂

级数都形成∑ 1∞
𝑛=1 是发散的，所以幂级数的收敛域是(−2,2)。 

 

【例题 11.2.3基础题】已知幂级数∑
𝑥𝑛

𝑛⋅𝑎𝑛
∞
𝑛=1 在𝑥 = −3时条件收敛，求𝑎的值

（𝑎 > 0）。 

答案：对于幂级数，其在收敛区间内(−𝑅, 𝑅)取值时一定是绝对收敛，而在收敛区

间以外取值(−∞,−𝑅) ∪ (𝑅,+∞)时该级数一定发散。 

由此可知，只有可能在收敛区间边界上才有可能出现条件收敛，所以该幂级数的

收敛半径为 3，收敛区间为(−3,3)。所以有以下极限产生： 

lim
𝑛→+∞

1
(𝑛 + 1)𝑎𝑛+1

1
𝑛 ⋅ 𝑎𝑛

=
1

𝑎
=
1

3
 

可得𝑎 = 3。 
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【例题 11.2.4基础题】若幂级数∑
(𝑥+1)𝑛

𝑛𝑎𝑛
∞
𝑛=1 的收敛域为[−3,1)，则常数

𝑎 =________. 

【答案】2 

【解析】∑
(𝑥+1)𝑛

𝑛𝑎𝑛
∞
𝑛=1 的收敛域为[−3,1)，说明其收敛半径为 2，于是存在以下极

限： 

lim
𝑛→+∞

|

1
(𝑛 + 1)𝑎𝑛+1

1
𝑛𝑎𝑛

| = lim
𝑛→+∞

|
1

𝑎
⋅

𝑛

𝑛 + 1
| = |

1

𝑎
| =

1

2
 

由此解得𝑎 = ±2。 

当𝑎 = −2，则该级数为∑
(𝑥+1)𝑛

𝑛(−2)𝑛
∞
𝑛=1 ，求得收敛域为(−3,1]； 

当𝑎 = 2，则该级数为∑
(𝑥+1)𝑛

𝑛2𝑛
∞
𝑛=1 ，求得收敛域为[−3,1)。 

所以可确定𝑎 = 2。 

【例题 11.2.5基础题】设𝑎, 𝑏为常数，且𝑎 > 0，若幂级数∑
𝑎𝑛

𝑛
(𝑥 − 𝑏)𝑛∞

𝑛=1 的收

敛区间为(−3,5)，则𝑎 − 𝑏 =______. 

【答案】−
3

4
 

【解析】收敛区间宽度为 8，则收敛半径为 4，所以 

−4 < 𝑥 − 𝑏 < 4 

−3 < 𝑥 < 5 

得出𝑏 = 1。收敛半径为 4，则 lim
𝑛→∞

𝑎𝑛+1

𝑛+1
𝑎𝑛

𝑛

= 𝑎 =
1

4
，所以𝑎 − 𝑏 = −

3

4
. 

【例题 11.2.6基础题】设幂级数∑ 𝑎𝑛𝑥
𝑛∞

𝑛=1 的收敛半径为 8，则幂级数∑
𝑎𝑛𝑥

𝑛

3𝑛
∞
𝑛=1

的收敛半径为_________. 

【答案】24 

【解析】方法一：（以下做法在理论上有一个漏洞，请你注意观察） 

∑ 𝑎𝑛𝑥
𝑛∞

𝑛=1 的收敛半径为 8，说明存在极限： 

lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛+1
𝑎𝑛

=
1

8
 

对于幂级数∑
𝑎𝑛𝑥

𝑛

3𝑛
∞
𝑛=1 ，求极限： 

lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛+1
3𝑛+1
𝑎𝑛
3𝑛

= lim
𝑛→+∞

1

3
⋅
𝑎𝑛+1
𝑎𝑛

=
1

24
 

可知该幂级数的收敛半径为 24. 

方法二： 

对于幂级数 ∑  ∞
𝑛=1

𝑎𝑛𝑥
𝑛

3𝑛
 ，可将其变形为 ∑  ∞

𝑛=1 𝑎𝑛 (
𝑥

3
)
𝑛

 。 
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设 𝑡 =
𝑥

3
 ，则幂级数变为 ∑  ∞

𝑛=1 𝑎𝑛𝑡
𝑛 。 

由已知 ∑  ∞
𝑛=1 𝑎𝑛𝑡

𝑛 的收敛半径为 8 ，即当 |𝑡| < 8 时，∑  ∞
𝑛=1 𝑎𝑛𝑡

𝑛 收敛。 

将 𝑡 =
𝑥

3
 代回，可得 |

𝑥

3
| < 8 ，解这个不等式： 

|𝑥| < 24 

所以，幂级数 ∑  ∞
𝑛=1

𝑎𝑛𝑥
𝑛

3𝑛
 的收敛半径为 24。 

 

【例题 11.2.7基础题】（2020 数学三）设幂级数 ∑𝑛=1
∞  𝑛𝑎𝑛(𝑥 − 2)𝑛 的收敛区间

为 (−2,6) ，则 ∑𝑛=1
∞  𝑎𝑛(𝑥 + 1)2𝑛的收敛区间为（  ）． 

A．(−2,6) 

B．(−3,1) 

C．(−5,3) 

D．(−17,15) 

【答案】B 

【解析】对于幂级数∑  ∞
𝑛=1 𝑛𝑎𝑛(𝑥 − 2)𝑛，设𝑦 = 𝑥 − 2，则幂级数变为

∑  ∞
𝑛=1 𝑛𝑎𝑛𝑦

𝑛，则∑  ∞
𝑛=1 𝑛𝑎𝑛𝑦

𝑛的收敛区间为𝑦 ∈ (−2 − 2,6 − 2) = (−4,4)，所以

∑  ∞
𝑛=1 𝑛𝑎𝑛𝑦

𝑛的收敛半径𝑅1 = 4。 

根据幂级数收敛半径的性质，若幂级数∑  ∞
𝑛=1 𝑏𝑛𝑦

𝑛的收敛半径为𝑅，则幂级数

∑  ∞
𝑛=1

𝑏𝑛

𝑛
𝑦𝑛的收敛半径也为𝑅。 

令𝑡 = (𝑥 + 1)2，则∑  ∞
𝑛=1 𝑎𝑛(𝑥 + 1)2𝑛 = ∑  ∞

𝑛=1 𝑎𝑛𝑡
𝑛。由∑  ∞

𝑛=1 𝑎𝑛𝑡
𝑛的收敛半径𝑅2 =

4，可知当|𝑡| < 4时，∑  ∞
𝑛=1 𝑎𝑛𝑡

𝑛收敛。 

将𝑡 = (𝑥 + 1)2代回，可得|(𝑥 + 1)2| < 4，即(𝑥 + 1)2 < 4。 

解不等式(𝑥 + 1)2 < 4： 

−2 < 𝑥 + 1 < 2
−3 < 𝑥 < 1

 

所以∑  ∞
𝑛=1 𝑎𝑛(𝑥 + 1)2𝑛的收敛区间为(−3,1)，答案选 B。 

 

【例题 11.2.8拔高题】（2022 数学一）已知级数 ∑𝑛=1
∞  

𝑛!

𝑛𝑛
e−𝑛𝑥 的收敛域为 

(𝑎, +∞) ，则 𝑎 = ⁡ ． 

【答案】-1 

【解析】在收敛域内该级数是角度收敛的，设𝑢𝑛 =  
𝑛!

𝑛𝑛
e−𝑛𝑥，根据比值审敛法，

则有： lim
𝑛→∞

|
𝑢𝑛+1

𝑢𝑛
| ≤ 1，即 

lim
𝑛→∞

|

(𝑛 + 1)!
(𝑛 + 1)𝑛+1

e−(𝑛+1)𝑥

𝑛!
𝑛𝑛 e

−𝑛𝑥
| = lim

𝑛→∞
(

𝑛

𝑛 + 1
)
𝑛

e−𝑥 =⁡e−1−𝑥 

即 

⁡e−1−𝑥 < 1 

进而解得： 

−1 − 𝑥 < 0, 𝑥 > −1 
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对比可知𝑎 = −1. 

 

函数展开成幂级数：我们需要把握下列常见函数的泰勒级数，需要留意该级数的适

用条件，即对应的收敛域： 

⚫  

⚫  

⚫  

⚫  

⚫  

⚫  

 

【例题 11.2.9基础题】求值：2 −
23

2!
+

25

4!
−

27

6!
+

29

8!
⋯ 

解：设𝑆(𝑥) = 𝑥 −
𝑥3

2!
+

𝑥5

4!
−

𝑥7

6!
+

𝑥9

8!
⋯ 

𝑆(𝑥)

𝑥
= 1 −

𝑥2

2!
+
𝑥4

4!
−
𝑥6

6!
+
𝑥8

8!
⋯ = cos𝑥 

𝑆(𝑥) = 𝑥cos𝑥，原式=𝑆(2) = 2cos2 

 

求和函数的步骤： 

1．求收敛域：先确定和函数的定义域（即幂级数的收敛域）； 

2．转化为基本级数：观察级数的系数𝑎𝑛，通过逐项求导或逐项积分消去系数中的

多项式因子，使其成为基本级数； 

3．求基本级数的和：利用已知和函数写出转化后的级数和； 

4．逆运算还原：通过积分或求导还原为原级数的和函数； 

5．验证端点：若收敛域包含端点，需验证和函数在端点处的连续性（可通过左连

续／右连续确定端点处的和）。 

【例题 11.2.10基础题】求下列幂级数对应的和函数： 

（1）∑ 2𝑛𝑥𝑛∞
𝑛=0  

（2）∑ (𝑛 + 1)𝑥𝑛∞
𝑛=0  

（3）∑
𝑥𝑛

𝑛
∞
𝑛=1  

（4）∑
𝑥𝑛

𝑛+1
∞
𝑛=0  

解：（1）设𝑓(𝑥) = ∑ 2𝑛𝑥𝑛∞
𝑛=0 = ∑ (2𝑥)𝑛∞

𝑛=0  
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解法 1：观察到这是一个公比为2𝑥的等比数列，所以得到： 

𝑓(𝑥) = ∑(2𝑥)𝑛
∞

𝑛=0

= lim
𝑛→∞

1 − (2𝑥)𝑛

1 − 2𝑥
=

1

1 − 2𝑥
，|𝑥| <

1

2
 

解法 2：观察到该式𝑓(𝑥) = 1 + (2𝑥) + (2𝑥)2 +⋯与
1

1−𝑥
= 1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 +

⋯(−1 < 𝑥 < +1)在形式上比较接近，观察两个等式的右侧可知后者中的𝑥替换为

2𝑥就得到前者，所以： 

𝑓(𝑥) =
1

1 − 2𝑥
(−

1

2
< 𝑥 <

1

2
) 

（2）设𝑓(𝑥) = ∑ (𝑛 + 1)𝑥𝑛∞
𝑛=0 = 1 + 2𝑥 + 3𝑥2 +⋯，而我们知道 

1

1 − 𝑥
= 1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 +⋯(−1 < 𝑥 < +1) 

可以得到： 

𝑓(𝑥) = (
1

1 − 𝑥
) ′ =

1

(1 − 𝑥)2
, (−1 < 𝑥 < 1) 

 

（3）设𝑓(𝑥) = ∑
𝑥𝑛

𝑛
∞
𝑛=1 = 𝑥 +

𝑥2

2
+

𝑥3

3
+⋯ 

根据
1

1−𝑥
= 1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 +⋯(−1 < 𝑥 < +1)，观察这两个等式右侧可得出关

系： 

𝑓′(𝑥) =
1

1 − 𝑥
 

所以有： 

𝑓(𝑥) = ∫
1

1 − 𝑥
d𝑥

⁡

⁡

= −ln(1 − 𝑥) + 𝐶 

而且有𝑓(0) = 0，于是得𝐶 = 0，所以：𝑓(𝑥) = −ln(1 − 𝑥)，(−1 ≤ 𝑥 < 1)。 

（4）设𝑓(𝑥) = ∑
𝑥𝑛

𝑛+1
∞
𝑛=0 = 1 +

𝑥

2
+

𝑥2

3
+⋯，其收敛域为[−1,1) 

我们这时候不论是对𝑓(𝑥)求导数还是求原函数，都没有与之匹配的简单幂级数。

但是我们可以进行一下“改造”：𝑥𝑓(𝑥) = 𝑥 +
𝑥2

2
+

𝑥3

3
+⋯ 

这时候就有： 

[𝑥𝑓(𝑥)]′ = 1 + 𝑥 + 𝑥2 +⋯ =
1

1 − 𝑥
 

于是可以得到： 

𝑥𝑓(𝑥) = ∫
1

1 − 𝑥
d𝑥

⁡

⁡

= −ln(1 − 𝑥) + 𝐶 

且有𝑥 = 0代入等号两侧，不难得到𝐶 = 0,于是： 

 

【例题 11.2.11中等题】（2021·数学一）设 𝑢𝑛(𝑥) = e−𝑛𝑥 +
𝑥𝑛+1

𝑛(𝑛+1)
(𝑛 =
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1,2,⋯ ) ，求级数 ∑𝑛=1
∞  𝑢𝑛(𝑥) 的收敛域及和函数． 

【答案】设𝑎𝑛(𝑥) = e−𝑛𝑥，𝑏𝑛(𝑥) =
𝑥𝑛+1

𝑛(𝑛+1)
。 

①求∑ ⁡𝑛=1
∞

𝑎𝑛(𝑥)的收敛域以及和函数 

∑ ⁡𝑛=1
∞

𝑎𝑛(𝑥) = ∑ ⁡𝑛=1
∞

e−𝑛𝑥，根据比值审敛的方式，应当满足 

lim
𝑛→∞

|
e−(𝑛+1)𝑥

e−𝑛𝑥
| < 1, 𝑥 > 0 

当𝑥 = 0时，该级数成为∑ ⁡𝑛=1
∞

1是发散的，由此可知∑ ⁡𝑛=1
∞

𝑎𝑛(𝑥)的收敛域为

(0, +∞)。当𝑥 > 0时，根据等比数列求和定理，可得其和函数为 

𝑆1(𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑒−𝑥(1 − 𝑒−𝑛𝑥)

1 − 𝑒−𝑥
=

1

𝑒𝑥 − 1
(𝑥 > 0) 

②求∑ ⁡𝑛=1
∞

𝑏𝑛(𝑥)的收敛域以及和函数 

根据比值审敛的方式，为使级数收敛，应当有： 

lim
𝑛→∞

|

𝑥𝑛+2

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)

𝑥𝑛+1

𝑛(𝑛 + 1)

| < 1⁡ 

则有|𝑥| < 1。而当𝑥 = ±1时，该级数为∑ ⁡𝑛=1
∞ (±1)𝑛+1

𝑛(𝑛+1)
，仍收敛。结合①中关于

∑ ⁡𝑛=1
∞

𝑎𝑛(𝑥)的收敛域，所以得出∑𝑛=1
∞  𝑢𝑛(𝑥)总体的收敛域为(0,1]。之后求

∑ ⁡𝑛=1
∞

𝑏𝑛(𝑥)的和函数： 

𝑆2(𝑥) =∑⁡
𝑛=1

∞

𝑏𝑛(𝑥) = ∑⁡
𝑛=1

∞ 𝑥𝑛+1

𝑛(𝑛 + 1)
=

𝑥2

1 × 2
+

𝑥3

2 × 3
+

𝑥4

3 × 4
+⋯ 

连续两次求导数，可得： 

𝑆2
′′(𝑥) = 1 + 𝑥 + 𝑥2 +⋯ =

1

1 − 𝑥
 

进行积分计算可得： 

𝑆2
′(𝑥) = − ln(1 − 𝑥) 

𝑆2(𝑥) = (1 − 𝑥) ln(1 − 𝑥) + 𝑥⁡⁡(0 < 𝑥 < 1) 

而我们需要求出收敛域(0,1]中的全部和函数，当𝑥 = 1时，求𝑆2(1)有两种方式： 

A.利用连续性的性质： 

𝑆2(1) = lim
𝑥→1

𝑆2(𝑥) = 1 

B.直接代入𝑥 = 1求和： 

𝑆2(1) = lim
𝑛→∞

(
1

1 × 2
+

1

2 × 3
+

1

3 × 4
+⋯+

1

𝑛(𝑛 + 1)
) = 1 

综上所述： 

 

 

【例题 11.2.12中等题】（2021·数学三）设 𝑛 为正整数，𝑦 = 𝑦𝑛(𝑥) 是微分方

程 𝑥𝑦′ − (𝑛 + 1)𝑦 = 0 满足条件 𝑦𝑛(1) =
1

𝑛(𝑛+1)
 的解．求： 
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（1）𝑦𝑛(𝑥) ． 

（2）级数 ∑𝑛=1
∞  𝑦𝑛(𝑥) 的收敛域及和函数． 

【答案】（1）微分方程𝑦′ −
𝑛+1

𝑥
𝑦 = 0中，利用线性齐次方程求解公式，可得： 

𝑦 = 𝐶𝑥𝑛+1 

由初始条件𝑦𝑛(1) =
1

𝑛(𝑛+1)
，将𝑥 = 1, 𝑦 =

1

𝑛(𝑛+1)
代入𝑦 = 𝐶𝑥𝑛+1，得𝐶 =

1

𝑛(𝑛+1)
． 

𝑦𝑛(𝑥) =
1

𝑛(𝑛 + 1)
𝑥𝑛+1 

（2）首先求得∑𝑛=1
∞  𝑦𝑛(𝑥)的收敛域，记𝑎𝑛 =

1

𝑛(𝑛+1)
，则有： 

lim
𝑛→∞

|
𝑎𝑛+1
𝑎𝑛

| = 1 

所以收敛半径𝑅 = 1，收敛区间为(−1,1)，当𝑥 = ±1时， 

∑𝑛=1
∞  𝑦𝑛(±1) = ∑𝑛=1

∞
(±1)𝑛+1

𝑛(𝑛 + 1)
 

该级数都处于收敛状态。所以收敛域为[−1,1]。求和函数： 

𝑆(𝑥) = ∑𝑛=1
∞  𝑦𝑛(𝑥) = ∑𝑛=1

∞  
1

𝑛(𝑛 + 1)
𝑥𝑛+1 =

𝑥2

1 × 2
+

𝑥3

2 × 3
+

𝑥4

3 × 4
+⋯ 

*本题后续步骤与上一题（2021·数学一）非常相近，故省略该步骤： 

 

【例题 11.2.13中等题】（2022·数学三）求幂级数 的收敛域

以及和函数𝑆(𝑥) 

解：首先获得收敛域，根据极限： 

，解得𝑥 < 1，因此收敛区间为(−1,1) 

当𝑥 = ±1时，该级数为 收敛，因此

收敛域为[−1,1] 

求和函数： 
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综上所述：

 

 

【例题 11.2.14中等题】（2023 数学三）  

答案：  

解析：令 ，则 
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解一阶线性微分方程 得 . 

由 知, .则 . 

 

【例题 11.2.15中等题】（2024 数学一/数学三）已知幂函数 ∑𝑛=0
∞  𝑎𝑛𝑥

𝑛 的和函

数为 ln⁡(2 + 𝑥) ，则 ∑𝑛=0
∞  𝑛𝑎2𝑛 = (⁡⁡⁡⁡) ． 

A．−
1

6
 

B．−
1

3
 

C．
1

6
 

D．
1

3
 

【答案】A 

【解析】将ln⁡(2 + 𝑥)进行泰勒展开： 

ln(2 + 𝑥) = ln [2 (1 +
𝑥

2
)] = ln 2 + ln (1 +

𝑥

2
) = ln 2 +

𝑥

2
−
1

2
(
𝑥

2
)
2

+
1

3
(
𝑥

2
)
3

⋯ 

ln(2 + 𝑥) = ln 2 + ∑𝑛=1
∞

(−1)𝑛+1

𝑛2𝑛
𝑥𝑛 

由此可得当𝑛 > 1时，有 

𝑎𝑛 =
(−1)𝑛+1

𝑛2𝑛
 

𝑎2𝑛 =
(−1)2𝑛+1

2𝑛22𝑛
=

−1

2𝑛4𝑛
 

∑𝑛=0
∞  𝑛𝑎2𝑛 = ∑𝑛=1

∞
−1

2 × 4𝑛
 

根据等比数列求和公式，可得： 

∑𝑛=0
∞  𝑛𝑎2𝑛 = ∑𝑛=1

∞
−1

2 × 4𝑛
= lim

𝑛→∞

−
1
8 (1 −

1
4𝑛)

1 −
1
4

= −
1

6
⁡ 

 

 

如果一个周期为2𝑙的周期函数，满足下列两个条件（迪利克雷条件）： 

（1）在一个周期内连续或者只有有限个第一类间断点； 

（2）在一个周期内最多有有限个极值点。 

那么这个周期函数可以被写成一系列三角函数的叠加，这样的叠加形式称为傅里

叶级数： 
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𝑓(𝑥) =
𝑎0
2
+∑(𝑎𝑛cos

𝑛𝜋𝑥

𝑙
+ 𝑏𝑛sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙
)

∞

𝑛=1

 

𝑎𝑛 =
1

𝑙
∫ 𝑓(𝑥)cos

𝑛𝜋𝑥

𝑙
d𝑥

𝑙

−𝑙

(𝑛 = 0,1,2,3,⋯ ) 

𝑏𝑛 =
1

𝑙
∫ 𝑓(𝑥)sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙
d𝑥

𝑙

−𝑙

(𝑛 = 1,2,3,⋯ ) 

 

【傅里叶级数常考点】收敛定理：傅里叶级数求和后，其取值𝑆(𝑥)有以下特点： 

𝑆(𝑥) = {
𝑓(𝑥) , 𝑥为𝑓(𝑥)的连续点

𝑓(𝑥−) + 𝑓(𝑥+)

2
, 𝑥为𝑓(𝑥)的间断点

 

【例题 11.3.1基础题】设𝑓(𝑥)是周期为 2的周期函数，它在[0,2)上的表达式

为： 

𝑓(𝑥) = {
0, 0 ⩽ 𝑥 < 1
1, 1 ⩽ 𝑥 < 2

 

请将𝑓(𝑥)展开成傅里叶级数，并求得该级数在𝑥 = 1, 𝑥 = 1.5处的取值情况。 

解：周期长度为 2，所以 ，有： 

 

，  

其中：  

当 时： 

 

所以我们得到： 
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根据收敛定理， 在 处间断，且左右极限的平均数为 0.5，所以在

处傅里叶级数之和为 0.5； 在 处连续，且取值为 1，所以在

处傅里叶级数之和为 1. 

我们可以作图来观察傅里叶展开的过程： 

 

 

【例题 11.3.2基础题】（2023·数学一· 5 分）设𝑓(𝑥)为周期 2的周期函数，

且𝑓(𝑥) = 1 − 𝑥, 𝑥 ∈ [0,1]，若 ，则 =_________. 

答案：0 

解析：由展开形式可以判断将该函数进行偶延拓，所以该函数的展开系数求解

为： 

  

因此 。 

【例题 11.3.3基础题】（2024 数学一）若函数 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 1 ，若 𝑓(𝑥) =
𝑎0

2
+

∑  ∞
𝑛=1 𝑎𝑛cos⁡ 𝑛𝑥, 𝑥 ∈ [0, 𝜋] ，则极限 lim

𝑛→∞
 𝑛2sin⁡ 𝑎2𝑛−1 = ⁡ ． 

【答案】⁡ −
1

𝜋
 

【解析】从题目展开的表达式可以获取两条信息： 
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𝑓(𝑥) =
𝑎0
2
+∑  

∞

𝑛=1

𝑎𝑛cos⁡ 𝑛𝑥, 𝑥 ∈ [0, 𝜋] 

①𝑓(𝑥)被展开成为周期是2𝜋的函数； 

②𝑓(𝑥)被展开成为偶函数。 

所以根据偶函数延拓，可得𝑓(𝑥)在[−𝜋, 𝜋]之间的定义为： 

 

 
计算𝑎𝑛： 

 

𝑎2𝑛−1 =
−4

𝜋(2𝑛 − 1)2
 

lim
𝑛→∞

 𝑛2 sin 𝑎2𝑛−1 = lim
𝑛→∞

 𝑛2 sin
−4

𝜋(2𝑛 − 1)2
= lim

𝑛→∞
 

−4𝑛2

𝜋(2𝑛 − 1)2
= −

1

𝜋
 

 

【例题 11.3.4基础题】（2025 数学一）已知函数 𝑓(𝑥) = {
0,0 ⩽ 𝑥 <

1

2
,

𝑥2,
1

2
⩽ 𝑥 ⩽ 1

 的傅里

叶级数为 ∑  ∞
𝑛=1 𝑏𝑛sin⁡ 𝑛𝜋𝑥, 𝑆(𝑥) 为 ∑  ∞

𝑛=1 𝑏𝑛sin⁡ 𝑛𝜋𝑥 的和函数，则 𝑆 (−
7

2
) =  

【答案】⁡
1

8
 

【解析】从题目展开的表达式可以获取两条信息： 

𝑓(𝑥) = ∑  

∞

𝑛=1

𝑏𝑛sin⁡ 𝑛𝜋𝑥 

①𝑓(𝑥)被展开成为周期是 2的函数； 
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②𝑓(𝑥)被展开成为奇函数。 

根据周期性，可知 𝑆 (−
7

2
) = 𝑆 (

1

2
)。再根据傅里叶级数的收敛定理，可得 

𝑆 (
1

2
) =

𝑓 (
1
2

−

) + 𝑓 (
1
2

+

)

2
=
1

8
 

 

根据傅里叶级数的理论，周期为2𝜋的周期函数𝑓(𝑥)，是可以被写作一系列三角函

数叠加的： 

𝑓(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1sin𝑥 + 𝑏1cos𝑥 + 𝑎2sin2𝑥 + 𝑏2cos2𝑥 +⋯ 

比如下图： 

 

更直观一些可以看下图： 

 

要想理解是怎么做到的，我们需要理解什么是三角函数的“正交性”： 

先从二维的平面中向量的问题谈起： 
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我们早就知道的是：在平面中的向量𝑣⃗可以用(𝑥, 𝑦)这样的坐标来表示，其本质上的

含义是： 

𝑣⃗ = 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 

我们也知道，在平面中任意两个不共线的向量𝑎⃗, 𝑏⃗⃗加权组合，可以表示出该平面内

的任意一个向量，称这样的向量组为该平面空间的“基”。 

例如：向量𝑣⃗ = (7,6), 𝑎⃗ = (3,1), 𝑏⃗⃗ = (1,4)，设𝑣⃗ = 𝑚𝑎⃗ + 𝑛𝑏⃗⃗，即(7,6) = 𝑚(3,1) +

𝑛(1,4)，列方程： 

{
3𝑚 + 𝑛 = 7
𝑚 + 4𝑛 = 6

⇒ {
𝑚 = 2
𝑛 = 1

 

除了解方程之外，我们有没有什么更快捷的方法呢？有，但是对𝑎⃗, 𝑏⃗⃗也有一些要求，

那就是它俩得垂直（如最右侧的图所示），这样的话𝑣⃗在𝑎⃗上的分量直接和𝑣⃗在𝑎⃗上的

投影有关，在𝑏⃗⃗上的分量也只需要研究𝑣⃗在𝑏⃗⃗上的投影。 

根据数学公式： 

𝑣⃗ = 𝑚𝑎⃗ + 𝑛𝑏⃗⃗ 

左右两侧同时与𝑎⃗进行点乘，可以得到： 

𝑣⃗ ⋅ 𝑎⃗ = 𝑚𝑎⃗ ⋅ 𝑎⃗ + 𝑛𝑏⃗⃗ ⋅ 𝑎⃗𝑚 =
𝑣⃗ ⋅ 𝑎⃗

𝑎⃗ ⋅ 𝑎⃗
 

同理，左右同时和𝑏⃗⃗点乘，得到：𝑣⃗ ⋅ 𝑏⃗⃗ = 𝑚𝑎⃗ ⋅ 𝑏⃗⃗ + 𝑛𝑏⃗⃗ ⋅ 𝑏⃗⃗, 𝑛 =
𝑣⃗⃗⋅𝑏⃗⃗

𝑏⃗⃗⋅𝑏⃗⃗
 

我们举个例子，𝑣⃗ = (4,7), 𝑎⃗ = (2,1), 𝑏⃗⃗ = (−1,2)，𝑣⃗ = 𝑚𝑎⃗ + 𝑛𝑏⃗⃗，求(𝑚, 𝑛) 

虽然列方程可以解决，但是我们观察到这里面𝑎⃗, 𝑏⃗⃗是垂直的（两者点积为 0），所以

直接套用公式： 

𝑚 =
𝑣⃗ ⋅ 𝑎⃗

𝑎⃗ ⋅ 𝑎⃗
=
(4,7) ⋅ (2,1)

(2,1) ⋅ (2,1)
= 3𝑛 =

𝑣⃗ ⋅ 𝑏⃗⃗

𝑏⃗⃗ ⋅ 𝑏⃗⃗
=

(4,7) ⋅ (−1,2)

(−1,2) ⋅ (−1,2)
= 2 

那么我们接下来就把这样的二维情形拓展到三维、n维： 

 

三维向量的表示方法(𝑥, 𝑦, 𝑧)； 

三维向量的点乘公式(𝑎1, 𝑏1, 𝑐1) ⋅ (𝑎2, 𝑏2, 𝑐2) = 𝑎1𝑎2 + 𝑏1𝑏2 + 𝑐1𝑐2； 

三维向量的模|𝑣⃗| = √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = √𝑣⃗ ⋅ 𝑣⃗； 

 

n维向量的表示方法(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, ⋯ , 𝑥𝑛)； 

n 维向量的点乘公式(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, ⋯ , 𝑥𝑛) ⋅ (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, ⋯ , 𝑦𝑛) = 𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2 + 𝑥3𝑦3 +

⋯𝑥𝑛𝑦𝑛； 

n维向量的模|𝑣⃗| = √𝑥12 + 𝑥22 +⋯+ 𝑥𝑛2 = √𝑣⃗ ⋅ 𝑣⃗； 

 

我们不妨思考一个问题，函数可不可以被看作一种向量呢？比如我们研究一个定
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义域在[a, b]上的连续函数，认为这段函数曲线是无数多个点构成的，把每个点对

应的函数值作为向量的坐标： 

 
𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] ⇒ (𝑓(𝑥1), 𝑓(𝑥2), 𝑓(𝑥3),⋯ 𝑓(𝑥𝑛)) 

这样向量的维数是无穷大的，它们也有相应“点乘”的概念。设[a, b]上有两个函数

𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)，那么两者之间的点乘可以定义为： 

∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)d𝑥
𝑏

𝑎

 

（注意：函数的点乘不可以直接定义为𝑓(𝑥1)𝑔(𝑥1) + 𝑓(𝑥2)𝑔(𝑥2) + ⋯+ 𝑓(𝑥𝑛)𝑔(𝑥𝑛)，

这样计算结果是无穷大，没有讨论的意义了） 

 

*把函数结合向量的特点进行研究，是《泛函分析》的一个非常重要的出发点，函

数所处的空间分为希尔伯特空间、巴拿赫空间等。当然这是题外话，有兴趣的同学

可以深入了解。 

如果∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)d𝑥
𝑏

𝑎
= 0，我们可以称这两个函数是“正交”的（正交可以理解为垂

直）。 

 

好了，前面做了这么多铺垫，下面轮到三角函数登场，比如我们研究[0,2𝜋]区间上

的cos𝑥, sin𝑥, cos2𝑥, sin2𝑥,⋯ , cos𝑛𝑥, sin𝑛𝑥，要告诉各位的它们具有“相互垂直”的

特点，因为其中任意两个不同的函数进行点乘得到的结果都是 0： 

∫ cos𝑥sin𝑥d𝑥
2𝜋

0

= ∫
sin2𝑥

2
d𝑥

2𝜋

0

= −
cos2𝑥

4 0

2𝜋

= 0 

∫ cos𝑥cos2𝑥d𝑥
2𝜋

0

= ∫ cos𝑥(2cos2𝑥 − 1)d𝑥
2𝜋

0

= (sin𝑥 −
2

3
cos𝑥)

0

2𝜋

= 0 

∫ cos𝑥sin2𝑥d𝑥
2𝜋

0

= ∫ cos𝑥(2sin𝑥cos𝑥)d𝑥 = −
2

3
cos3𝑥

2𝜋

0 0

2𝜋

= 0⋯⋯ 

而每个函数与自己点乘的结果都是𝜋： 

∫ cos𝑥cos𝑥d𝑥
2𝜋

0

= ∫
1 + cos2𝑥

2
d𝑥

2𝜋

0

= 𝜋 

∫ sin𝑥sin𝑥d𝑥
2𝜋

0

= ∫
1 − cos2𝑥

2
d𝑥

2𝜋

0

= 𝜋 

∫ cos2𝑥cos2𝑥d𝑥
2𝜋

0

= ∫ (4cos4𝑥 − 4cos2𝑥 + 1)d𝑥
2𝜋

0

= 𝜋⋯⋯ 

所以函数{cos𝑛𝑥, sin𝑛𝑥|𝑛 ∈ 𝑁}可以看作[0,2𝜋]区间上的正交的“基”。注意cos0, sin0

也包含在这组基里面，它们同样符合上述相互垂直的特点，不同的是 cos0 自身点

乘的结果为2𝜋. 
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所以我们可以把[0,2𝜋]上一个连续的函数𝑓(𝑥)做如下分解： 

𝑓(𝑥) = 𝑎0cos0𝑥 + 𝑏0sin0𝑥 + 𝑎1cos𝑥 + 𝑏1sin𝑥 + 𝑎2cos2𝑥 + 𝑏2sin2𝑥 +⋯𝑓(𝑥)

= 𝑎0 + 𝑎1cos𝑥 + 𝑏1sin𝑥 + 𝑎2cos2𝑥 + 𝑏2sin2𝑥 +⋯ 

那么问题来了，怎么求这里面的系数𝑎0, 𝑎1, 𝑏1, 𝑎2, 𝑏2⋯呢？ 

回想一下我们前面提到的二维平面中的例子：𝑣⃗ = 𝑚𝑎⃗ + 𝑛𝑏⃗⃗，如果𝑎⃗, 𝑏⃗⃗是垂直的（两

者点积为 0），则有𝑚 =
𝑣⃗⃗⋅𝑎⃗⃗

𝑎⃗⃗⋅𝑎⃗⃗
, 𝑛 =

𝑣⃗⃗⋅𝑏⃗⃗

𝑏⃗⃗⋅𝑏⃗⃗
，所以受此启发，我们不难得出： 

𝑎𝑛 =
∫ 𝑓(𝑥)cos𝑛𝑥d𝑥
2𝜋

0

∫ cos𝑛𝑥cos𝑛𝑥d𝑥
2𝜋

0

=
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑥)cos𝑛𝑥d𝑥

2𝜋

0

, 𝑛 ∈ 𝑁 

𝑏𝑛 =
∫ 𝑓(𝑥)sin𝑛𝑥d𝑥
2𝜋

0

∫ sin𝑛𝑥sin𝑛𝑥d𝑥
2𝜋

0

=
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑥)sin𝑛𝑥d𝑥

2𝜋

0

, 𝑛 ∈ 𝑁+ 

系数的问题解决了，那么我们不妨把这个想法拓展一下，不再局限于[0,2𝜋]区间，

对于一个长度为 2l 的区间，我们可以直接把三角函数{cos𝑛𝑥, sin𝑛𝑥|𝑛 ∈ 𝑁}通过伸

缩变换，使它们的周期变成 2l就好了，即{cos
𝜋

𝑙
𝑛𝑥, sin

𝜋

𝑙
𝑛𝑥|𝑛 ∈ 𝑁}，这里面三角函

数仍然保持相互正交的关系，而和自身点乘的结果为 l. 

∫ cos
𝜋

𝑙
𝑥

2𝑙

0

⋅ cos
𝜋

𝑙
𝑥d𝑥 = ∫ sin

𝜋

𝑙
𝑥

2𝑙

0

⋅ sin
𝜋

𝑙
𝑥d𝑥 = ∫ cos

𝜋

𝑙
2𝑥

2𝑙

0

⋅ cos
𝜋

𝑙
2𝑥d𝑥 = ⋯ = 𝑙 

于是我们得到了傅里叶级数的相关公式，在宽度为 2l 的区间上将函数展开为如下

形式： 

𝑓(𝑥) =
𝑎0
2
+∑(𝑎𝑛cos

𝑛𝜋𝑥

𝑙
+ 𝑏𝑛sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙
)

∞

𝑛=1

𝑎𝑛

=
1

𝑙
∫ 𝑓(𝑥)cos

𝑛𝜋𝑥

𝑙
d𝑥

𝑙

−𝑙

(𝑛 = 0,1,2,3,⋯ )𝑏𝑛

=
1

𝑙
∫ 𝑓(𝑥)sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙
d𝑥

𝑙

−𝑙

(𝑛 = 0,1,2,3,⋯ ) 

以上就是关于傅里叶级数的推导过程。 

接下来继续拓展我们的思路，傅里叶级数也是局限的，它仅适合于在一个宽度为 2l

的有限区间上研究函数，或者是周期为 2l的函数。 

 


